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hablado un idioma en todos los tiempos, para leer los libros de todos los pueblos... Mi ambición, 
mi ideal; es poseer una biblioteca en un jardín. ¡Flores y Libros! ¡Perfumes y sentimientos! ¡Ideas 
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después de que yo fiaya dejado de existir! ¡Qué buenas y bellas cosas se imprimirán que yo ya no 
he de leer! Esto me desespera. ¡Oh, mis queridos libros, vuestros serán mi corazón, mi inteligencia 
y mi voluntad! No me habléis de placeres, de fortuna ni de honores; dadime libros, más libros, 
siempre libros. Cuando la hora de mi muerte haya llegado y comience mi agonía, no me digáis 
palabras de consuelo, no me lloréis; si me amáis, si queréis que muera dichoso y la eterna sombra 
se ilumine y el reino de la muerte me sea querido, abrid los Diálogos de Platón y con voz clara, 
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Malatesta 


PRESENTACIÓN 


E | presente texto GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOSO 


está dirigido a los alumnos del tercer semestre de bachillerato, aunque pueden 

utilizarlo aquellos alumnos que cursan la secundaria. También, puede usarlo 
cualquier estudiante que desee prepararse para presentar con éxito su examen de 
admisión a cualquier carrera profesional. También, lo puede usar cualquier persona 
que en general desee incrementar su cultura matemática e incluso alumnos que cursan 
la primaria. 


El libro contiene las “//aves” para que estudies adecuadamente los fundamentos 
matemáticos, que comprende la Geometría Analítica. Si el estudiante logra 
dominarla seguramente no tendrá problemas de aprendizaje ni en las matemáticas 
subsecuentes ni en las demás asignaturas del bachillerato que se auxilian de las 
matemáticas. 


El libro es resultado de 30 años de experiencia y práctica docente. Contiene un método 
de autoestudio probado y que ha dado magníficos resultados a alumnos de secundaria 
y bachillerato, e incluso a los alumnos de los primeros semestres de algunas carreras 
profesionales. Para que dicho método funcione, es necesario que el estudiante se 
comprometa a seguir estrictamente en orden la secuencia de temas y resolver todos y 
cada uno de los ejercicios propuestos, cuyas respuestas están al final del libro. Está 
escrito en un lenguaje claro y accesible, el contenido está ordenado y organizado 
lógicamente, de manera tal que siga la secuencia natural del aprendizaje. 


La certeza de que las matemáticas pueden ser divertidas, ha dado como resultado que 
este enfoque se utilice en el desarrollo del libro, se espera, que esto dará al estudiante 
una imagen más clara del verdadero significado de la importancia y belleza de las 
matemáticas, que la que le daría la tradicional forma de abordarlas con toda una 
manipulación abstracta. 
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El lector no necesita una gran preparación matemática. Puesto que este libro es un 
método de autoestudio, el cual expone ampliamente la teoría y ejemplos. Si algún 
estudiante ya domina alguna unidad, de cualquier manera deberá realizar sus 
ejercicios, antes de continuar con la siguiente unidad. El sólo acto de leer el libro no te 
hará un mejor estudiante, sino la atención y dedicación que le des y la práctica que 
realices con los ejercicios propuestos será lo que te llevará al éxito. Pero es 
indispensable que sigas estrictamente las instrucciones, fundamentalmente que 
leas una unidad cada día y realices los ejercicios para cimentar tus 
conocimientos, ya que sin práctica no hay aprendizaje. 


Al escribir este libro nos propusimos hacerlo motivador, atractivo, alegre, sencillo y 
funcional. Hacia éstas características se enfocaron nuestros esfuerzos, los cuales se 
ven coronados con esta obra, la cual esperamos tenga una muy buena respuesta de 
los estudiantes de secundaria y bachillerato, ya que está destinada para ellos. 


Finalmente, espero que te diviertas leyéndolo, como nosotros disfrutamos al escribirlo. 
Capta los mensajes que escribimos para ti. Le pusimos un gran cariño a ésta obra y 
nuestra propia experiencia docente. Nuestro deseo es que este libro cumpla su 
cometido para el que fue escrito, pero debes comprender que de ti más que de 
cualquier otro, depende que logre su objetivo, ya que un libro cobra vida y significado 
en la medida de la utilidad que le da el lector. 


Invito a los lectores para que me envíen problemas prácticos o didácticos para mejorar 
esta obra. Cualquier duda, sugerencia o crítica constructiva será bien recibida y se 
contestará toda la correspondencia que nos sea enviada al correo electrónico: 


arinewtonWgmail.com. 
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|. INTRODUCCIÓN 


La Geometría Analítica tiene por objeto la resolución de 
problemas geométricos utilizando métodos algebraicos. La 
Geometría Analítica es un puente entre el álgebra y la geometría 
que hace posible resolver algebraicamente (o analíticamente) 
problemas geométricos. También nos permite resolver 
geométricamente problemas algebraicos. El sistema que se 
emplea para representar gráficas fue ideado por el filósofo y 
matemático francés Descartes (1.596 -1.650), quien usó su 
nombre latinizado, Renatus Cartesius, y por esta razón se conoce 
con el nombre de ejes cartesianos. 


1.1 ¿POR QUÉ SE ESTUDIA LA GEOMETRÍA ANALÍTICA? 

Una de las razones más importantes para el estudio de la Geometría Analítica es la potencia de 
sus métodos. Ciertos problemas pueden resolverse de una manera más rápida, directa y simple 
mediante los métodos analíticos. Esto es cierto no solamente para los problemas propios de la 
Geometría y de otras ramas de las matemáticas, sino también para una amplia variedad de 
aplicaciones de la Estadística, la Física, la Ingeniería y otros campos científicos y técnicos. 


La relación entre álgebra y geometría se forma asignando 
números o puntos. Vincula la geometría (gráfica) con el 
álgebra. 


1.2 Recta Numérica 

Para construir una recta numérica, primero se escoge un 
punto en la recta que será un punto arbitrario al que le 
llamaremos cero (0). Este punto es llamado el origen de la 
recta numérica. El origen separa la recta en dos partes, el 
lado positivo y el lado negativo. A la derecha del origen está 
el lado positivo y el negativo está a la izquierda. En el lado 
derecho se ubican los números enteros positivos (en orden 
sucesivo) y en el lado izquierdo se ubican los números 
enteros negativos (en orden sucesivo), estos se marcan en 
unidades equidistantes. 
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1.3 Segmentos Dirigidos 

Se llama segmento dirigido al segmento de recta que se encuentra entre dos puntos de ella. A 
menudo representamos un segmento dirigido con una flecha que indica hacia donde se dirige el 
segmento. Por convención, cuando una recta es horizontal se dice que un segmento dirigido es 
positivo si se dirige a la derecha y es negativo cuando se dirige la izquierda; de forma análoga, 
cuando un segmento dirigido está en posición vertical, es positivo si se dirige hacia arriba y 
negativo si se dirige hacia abajo. 


La idea principal de los segmentos dirigidos es agregar una propiedad extra a la noción de 
segmento. Añadiremos, al concepto geométrico de segmento, la idea de sentido o dirección. 
Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB es generado por un punto que se 
mueve a lo largo de la recta de A hacia B. Decimos entonces que el segmento AB está dirigido 
de Aa B, e indicamos esto por medio de una flecha. En este caso, el punto A se llama origen o 
punto inicial y el punto B extremo o punto final. Podemos también obtener el mismo segmento 
dirigiéndolo de B a A; entonces B es el origen y A el extremo, y el segmento se designa por BA. El 
sentido de un segmento dirigido se indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial. 


Un segmento dirigido en un sentido sería considerado de longitud positiva, mientras que otro, 
dirigido en sentido opuesto, sería considerado como un segmento de longitud negativa. De 
acuerdo con esto, si especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud positiva, 
entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa, y escribimos: AB=-BA. Es decir, 
permutar el orden de los vértices cambia el signo del segmento. 


Cualquier número real tiene un único punto asociado en la recta y, viceversa, cualquier punto 
tiene un único número real asociado. Por lo tanto, podemos hablar de puntos y números de la 
recta como si fueran la misma cosa. En consecuencia, cuando denotemos puntos de la recta con 
letras como A, B, C, etcétera, también nos estamos refiriendo a los números que representan. 
Esto nos permitirá hacer operaciones con las letras como si fueran números, es decir, tienen 
sentido las operaciones A-B, A+B. 


| 
o4 
m4 
wa 


Bueno, una vez aclarado esto, podemos definir la notación de segmento dirigido como AB = B — 
A. En la figura, por Ejemplo, se tiene que AB = B— A = (3) 4-2) = 5, de la misma manera se tiene 
que BA=-5. 

Se puede ver que, en general cuando un punto P está a la izquierda de otro Q, la distancia PQ 
es la distancia que hay de P a Q (es positivo). Pero si este punto P estuviera a la derecha de Q, 
se tendría que PQ es la distancia con signo negativo. La observación más importante de todas 
es que PQ =-QP, sin importar si P está a la izquierda o a la derecha de Q. 
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Un punto cualquiera P divide un segmento AB en dos partes AP y PB, que tienen un sentido 
determinado. Se considera positivo el sentido hacia la derecha y negativo el sentido hacia la 
izquierda. 


A P B 
e >. -. 


Siempre se cumple cuando el segmento es rectilíneo que AB =AP + PB. 


La razón de los segmentos AP y PB se llama razón de división r. es decir, se tiene: 


AP 
PB 
Si P está entre A y B, el valor de r es positivo, porque AP y PB tienen el mismo sentido. 


r 


P A B 
e . .. 


Si P está antes de A, entonces el valor de r es negativo, porque AP y PB tienen PB sentidos 
opuestos y la división de signos contrarios da negativo: 


AP 

r== 

PB 
A B P 
e e > 


Si P está después de B, entonces el valor de r es negativo, porque AP y PB tienen PB sentidos 
opuestos y la división de signos contrarios da negativo: 


y 
Pb 


Siempre que r sea negativo, el punto divisorio P quedará fuera del segmento AB. 


ll Sistema de coordenadas rectangulares 


Un sistema de ejes coordenados se forma cuando dos rectas numéricas se intersectan. Si las 
rectas son perpendiculares entre sí, se tiene un sistema de ejes coordenados rectangulares o, 
denominado también, sistema de coordenadas cartesianas, en honor a su creador, el 
matemático y filósofo francés René Descartes (1596-1650). 


Para representar cualquier punto en un plano necesitamos una abscisa (eje de las X) y una 
ordenada (eje de las Y), de esta manera se forma un plano al cual se le llama plano cartesiano. 
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Sistema coordenado rectangular 


eje Y 
Ordenadas S 
eje X 
AA Abscisas 
rigen | x 
e E] CE 1d 


Para formar el plano cartesiano, colocamos dos rectas numéricas que se crucen 
perpendicularmente y que el origen O de ambas rectas coincidan. El punto donde se unen las 
dos líneas se le llama origen y se le asigna el O cero. A la recta numérica horizontal se le llama 
eje X, y a la recta numérica vertical se le denomina eje Y, los ejes de coordenadas subdividen el 
plano cartesiano en cuatro partes iguales, a las cuales les llamamos cuadrantes. 


PLANO CARTESIANO 


ne pl Ie 
A cada punto P de un plano x — y, se le puede (3 Be P(ab) 


asignar un par ordenado (a, b), donde: (4,4) 
A + a.es la coonienada x (o abscisa) de P. 1 : | 
=  besla coordenada y (u ordenada) de P. 


El punto P tiene coordenadas (a, b) y se denota 
como P(a, b) 
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Cuadrante Il 


Cuadrante | 
HH 
4H 


(2; 


Xx 


| 
| 
Cuadrante ll o E Iv 


A lo anterior se le denomina sistema de coordenadas rectangulares (por que forman ángulo 
recto) y permiten ubicar en el plano cualquier punto P mediante una pareja de números reales 
PQs y). 


2.1 Coordenadas de un punto 

Establecido en un plano un sistema de ejes coordenados, a cada punto del plano le corresponde 
un par ordenado de números reales, una abscisa y una ordenada, que se llaman coordenadas 
del punto. A la derecha de la letra correspondiente del punto se escriben, entre paréntesis y 
separados por una coma, las coordenadas de éste, primero el valor de la abscisa y luego el de 
la ordenada. Por Ejemplo, si A es un punto en el plano cartesiano, cuya abscisa es 3 y cuya 
ordenada es 5: se tiene A(3, 5) y es diferente del punto B(5, 3). 


Las coordenadas de un punto P(x, y) significan su posición, la cual se ubica en el plano cartesiano 
mediante un recorrido, primero x unidades en el eje horizontal y luego nos movemos y unidades 
en el eje vertical. A este par de números reales se les llama las coordenadas del punto P y es un 
par ordenado, lo cual significa, que las coordenadas siempre estarán formadas por dos valores 
(x, y) y siempre van en ese orden, el primer valor siempre será la abscisa x y el segundo valor 
será siempre la ordenada y. La abscisa es positiva a la derecha del eje Y negativa a su izquierda. 
La ordenada es positiva arriba del eje X y negativa debajo de él. 


La abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas rectangulares o 
coordenadas cartesianas. Cuando se tienen puntos de coordenadas conocidas, las coordenadas 
son representadas por variables con subíndices, por Ejemplo: Pa(X1, 1), A(X2, Ya) O BlXa, Ya). 
Para el caso de un punto general o de un punto que se mueve en el plano, las coordenadas son 
desconocidas y se utilizan variables para representar el punto P, es decir, P(x, y). 


Para graficar un punto en el plano cartesiano, primero ubicaremos el valor de la abscisa x sobre 
el eje horizontal, a la derecha si es positiva o a la izquierda si es negativa y a partir de la posición 
anterior, ubicaremos el valor de la ordenada y sobre el eje vertical, hacia arriba si es positiva o 
hacia abajo si es negativa, donde se termina queda ubicado el punto. 
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El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel cuadriculado rectangular, dividido 
en cuadrados iguales por rectas paralelas a los ejes coordenados o usando papel milimétrico. 


Cuadrante 1 


Origen 
Cuadrante IV 


Cuadrante HI 
(0) 


Si las dos coordenadas son positivas entonces el punto está en el primer cuadrante, si x es 
negativa pero y es positiva, entonces el punto estará en el segundo cuadrante, si las dos 
coordenadas son negativas el punto estará en el tercer cuadrante y si x es positiva pero y 
negativa entonces el punto se ubicará en el IV cuadrante. 


Nota: el origen, coordenado, del plano está representado por 0(0, 0). Los puntos donde la abscisa 
(x) es O quedan ubicados sobre el eje Y; y, los puntos con ordenadas (y) iguales a O, se encuentran 
en el eje X. Es decir, si un punto queda en el eje X, es porque y vale O y si queda sobre el eje Y, 
entonces x vale O. 


Ejemplo: Ubicar en un plano cartesiano los siguientes puntos: A(-2, 3), B(2, -3), C(2, 3), D(-2, - 
3), E(O, 5), F(5, 0), G(4, 4), H(-4, -4). 


Para facilitar su referencia, etiquetamos los puntos: 
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y 
E(0,5) $5 
AS 404,4) 
$2 ---0(2,3) | 
2 ñ i 
DA 150) 
+ po 
5 ES 
GUA 
a 
+5 
Ejemplo: 
1. Ubicar en un plano cartesiano los siguientes puntos: A(-5, 3), B(6, 5), C(4.5, -3.5) y D(O, 
0) 


Y 


. 
4 C(4.5>3,5) 


Ejemplo: Identificar las coordenadas de los vértices del siguiente triangulo mostrado en la figura: 
Para ubicar las coordenadas del punto A, recorremos del origen a la derecha 2 unidades, por lo 
tanto su abscisa es 2 y a partir de ahí 5 unidades verticalmente hacia abajo, por lo tanto su 
ordenada es -5 y sus coordenadas son A (2, -5). De la misma forma, Para ubicar las coordenadas 
del punto B, no recorremos del origen nada a la derecha ni a la izquierda, por lo tanto su abscisa 
es O, a partir de ahí nos desplazamos 3 unidades verticalmente hacia arriba, por lo tanto su 
ordenada es 3 y sus coordenadas son B (0, 3). Para ubicar las coordenadas del punto C, 
recorremos del origen a la izquierda 3 unidades, por lo tanto su abscisa es 3 y a partir de ahí no 
recorremos nada hacia arriba ni hacia abajo, por lo tanto su ordenada es O y sus coordenadas 
son C (-3, 0) 
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2.2 Polígonos convexos y cóncavos 
Los polígonos se clasifican en convexos y cóncavos. 


Un polígono convexo es un polígono en el que cada uno de los ángulos interiores miden a lo sumo 


180 grados o 11 radianes. Un polígono es estrictamente convexo si todos sus ángulos internos 
son estrictamente menores de 180 grados y todas sus diagonales son interiores. Todo polígono 
que no es convexo se denomina Polígono cóncavo. 


Todos los triángulos son polígonos convexos. Todos los polígonos regulares son convexos, salvo 
los polígonos estrellados regulares. 


Polígono cóncavo 
Los polígonos cóncavos son aquellos que al menos uno de sus ángulos interiores mide más de 


180 grados ( 1 radianes). En un polígono cóncavo al menos una de sus diagonales es exterior al 
polígono. Los polígonos estrellados son polígonos cóncavos. 


Todos los ángulos Al menos un ángulo 
menores que 180% mayor que 1802 


Observe que en un polígono cóncavo uno de sus vértices apunta hacia el interior de la figura. 
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> % o 
(o) 
E (e) 
2 Cc 
O, 
18 
Cr 
7 E 
€ 9) 
jo o 
l / Actividad 1: 


Marque 6 vértices en un sistema de coordenadas rectangulares, de manera tal, que haya puntos 
en los 4 cuadrantes y formen un polígono convexo. Escriba sus coordenadas de los vértices 
marcados y una sus lados para formar el polígono. Mida con una regla la longitud de cada lado 
y obtenga su perímetro. Después, mida con un transportador cada ángulo interior y sume todos 
los ángulos. 


Il Distancia entre dos puntos 


3.1 Fórmula de distancia entre dos puntos 

Dadas las coordenadas de dos puntos, P1 y P2, se deduce la fórmula de distancia entre estos 
dos puntos. La demostración usa el teorema de Pitágoras. Se muestra cómo usar la fórmula para 
determinar la distancia entre dos puntos dadas sus coordenadas La distancia entre dos puntos 
Pa y P2 del plano la denotaremos por d (Ps, P2). La fórmula de la distancia usa las coordenadas 
de los puntos. 


py) 


le 


A O] 
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AB=yYAC?+BC* 

Pero AC=x,-x, y BC = y,-y, 

Por lo tanto: 

dp) + (Y, Y) 
En general, si los puntos se encuentran en cualquier lugar del sistema de coordenadas, entonces 
la distancia queda determinada por la relación: 


FÓRMULA DE DISTANCIA 


La distancia d(P,,P) entre. dos puntos cualesquiera P,(Xy, ya) y Pela. Y) 
de un plano coordenado es: 


d(Py,P2)= Ve -120?+ (12 - y? 


Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos A(7,5) y B (4,1) 


a Punto 
LO AS (7,5) 


dan =V(4- 77 + (1-57 
de = VE 3 + EY E 
dan =V9+16=V23=5u > 


das = 5 unidades B 


dem = VQ 1 +(5--3) 
dem =/(1 +(87 

deir= V14+64= V65 

derrz =8.0623 unidades 
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dan = Y 0-5 +(-10-1Y 


da= Y +(-11P 
dan= V25+121= V146 


das =12.083 unidades 


Punto 
8 L=(1.3339, 1.3333) 


7 el 3| 6 R=(0.6667, 0.3333) 
du =V(-2+(1Y Segmento 
,| 0 1=22361 
du =V4+1=vV5 
dy =2.2361 unidades 


Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos A(+/3,—/2), B(3413,-/2) 


del By +02 27 s Pro 
a= [23 +02) . ! 


7321, 1.4142) 
(5.1962, 1.4142) 


d=/4G)+4(2) =/20 =4.4721 Segmento 


O f=4.4721 


das = 4.4721 unidades 


Ejemplo: Usando distancias demostrar que los diagonales del rectángulo A(1,2) B(4,7) C(-6,13) 
y D(-9,8) son iguales. 
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Demostración: 

Diagonal AC: 
dac=V(-6- 1 +(13-2) 
dic= VE DTF 
dac= V49+121= VI70 
dac=13.0384 unidades 
Diagonal BD: 

dyo= V(-9-4Y +(8-7Y 
do = VIS +MY 

dep = VI69+1=V/170 
dep =13.0384 unidades 

+. Las diagonales son iguales 


Ejemplo: Si se tienen dos puntos cuyas coordenadas son: P1(-3, y) y P2(9, 2). Si la distancia entre 
estos puntos es 13, encontrar el valor de la ordenada y. 


APLP2) = a) +09) 


13= (9-3 +(2-yy* 
132 ir aayiy 
(13 aye? Y 
169 =148-4y +)? 

y? -4y+148-169=0 
y»? -4y-21=0 
Lb-D0+3)=0 


Se cumple si y - 7=0 e y + 3 =0. Por lo tanto, se tienen dos soluciones: y1 =7 e yz =-3. Los 
puntos son B(-3, 7) y C(-3, -3). Ver la figura: 
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Segmento 
9-13 
a 


1 
ej 


Ejemplo: Utilizando distancias y la fórmula de Herón, hallar el área del triángulo cuyos vértices 
son: A(-3, -2), B(5, -9) y C(4, 6). 
Solución: 


Área = y/s(s— als —D(s=0) 


con a, b, e los tres lados y s el 
semiperímetro s = 240 


AT O 
Punto AO al 
O A=(3,2) 
0 B=(5,-9) O 
e eto) y IA 
Segmento 
O anisoo A A 
Ile od -JOHETR VE PRO 1063 
O c=10.6301 
Triangulo atb+e_ 150341063 41063 
0 Apoligono = 56.5 a E 


AS DE-DEO 
= JTEIAELA —15.03/(18.14 — 10.63)(18.14 — 10.53) 


= [BLGIDOSIOS) = VSTBLE3 = 5640 


Procedimiento de solución de problemas en Geometría Analítica 

1) Primero se grafican los datos del problema dado. 

2) Con la gráfica se identifica el caso o tipo que les corresponde a esos datos. Identificando 
también la ecuación que le corresponde a ese caso o tipo. 

3) Dela gráfica se obtienen los demás valores que se pueden identificar a partir de los datos 
graficados. 

4) Se sustituyen todos los datos conocidos y obtenidos en las ecuaciones correspondientes. 

5) Se vuelve hacer la gráfica con todos los valores obtenidos y con los datos dados. 
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/ 


1) Estime las coordenadas de cada uno de los puntos señalados en el plano. Diga en qué 
cuadrante está situado cada punto. 


Ejercicio 1 


2) Un cuadrado, de lado ¡igual a 2a, tiene su centro en el origen y sus lados son paralelos a 
los ejes coordenados. Hallar las coordenadas de sus cuatro vértices. 

3) Tres vértices de un rectángulo son los puntos (2, - 1), (7, - 1) y (7, 3). Hallar el cuarto 

vértice y el área del rectángulo. 

Los vértices de un triángulo rectángulo son los puntos (1, - 2), (4, - 2) y (4, 2). 

Determinar las longitudes de los catetos y después calcular el área del triángulo y la 

longitud de la hipotenusa. 

Los vértices de un cuadrilátero son los puntos (1, 3), (7, 3), (9, 8) y (3, 8). Demostrar 

que el cuadrilátero es un paralelogramo y calcular su área. 

6) Demostrar que los puntos (- 5, 0), (O, 2) y (0, - 2) son los vértices de un triángulo isósceles, 

y calcular su área. 

Demostrar quo los puntos (O, 0), (3, 4), (8, 4) y (5, 0) son los vértices de un rombo, y 

calcular su área. 

8) Probar gráficamente que los puntos A(4, 7), B(-1, 3) y C(-6, -1) están en línea recta. 

9) ¿Cuál es valor de la ordenada en cualquier punto del eje X? 

10)¿Qué determina la serie de puntos cuya abscisa es en todos ellos igual a -5? 

11)Calcular el perímetro del triángulo determinado por los vértices A(1, — 2), B(4, 2) y 
C(-3,-5) 

12)Verificar que el triángulo formado por los vértices A(1, - 2), B(- 2, 2) y C(9, 4) 
corresponden a un triángulo rectángulo. 

13)Verificar que el cuadrilátero formado por los vértices: P(1, 3), Q(3, 6), R(O, 5) y S(- 2, 2) 
determinan un paralelogramo. 

14)Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud 5 es el punto (3, - 2). Si la 
abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (2 soluciones) 


4 


5; 


7, 
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15) Obtenga las coordenadas del punto A(x, y) que se encuentra sobre el eje X y que 
equidista de los puntos B(O, 6) y C(5, 1) 
16)Utilizando la fórmula de distancia entre dos puntos, demuestre que los tres puntos 
siguientes se localizan sobre la misma recta. (Son colineales). 
a) K(6, 4) L(3, 1) M(O, 2) 
b) A(8, -3) B(5, -1) C(-1, 3) 
17)Demostrar que los tres puntos corresponden a los vértices de un triángulo rectángulo, y 
calcule el área. 
a) D(1,-3) E(4, 1) F(4,-3) 
b) P(2, 4) Q(6, 2) R(3, -1) 
18)Demostrar que los tres puntos son vértices de un triángulo Isósceles y calcular su área: 
a) G(2, 6) H(17, 1) K(29/2, 37/2) 
b) A(1,-2) B(3, 2) C(-1, 0) 


IV_ División de un segmento rectilíneo en una razón dada 

Dividir un segmento dirigido en una razón dada significa segmentarlo en partes de forma tal que 
se encuentren las coordenadas de un punto que satisface la comparación entre dos 
magnitudes. Dividir un segmento AB en una relación dada r es determinar un punto P de la recta 
que contiene al segmento AB, de modo que las dos partes, PA y PB, están en la relación r: 


PA 

PB 
Note que la suma del numerador y denominador de la razón r, es igual número de partes en las 
que dividimos el segmento AB. En general, si la razón es de la forma r = a/b, implica que el 
segmento se divide en a + b partes. Por Ejemplo, si, el segmento se divide en 11partes iguales, 
entonces r = 5/6 o r = 6/5. Vamos a dividir un segmento AB en razón un tercio, esto no quiere 
decir que lo dividamos en tres partes y tomemos una parte de él, lo que realmente quiere decir 
que si tomamos el número del numerador (una unidad) cabe tres veces en el denominador, de 
esta manera hemos dividido AB en cuatro partes y tomado una. 
Si por Ejemplo queremos dividir un segmento en 2/3, no tomamos dos partes de tres, sino que 
lo que hacemos es dividirlo en cinco partes (la suma del numerador más el denominador), dos 
partes corresponden al número del numerador y tres partes al número del denominador. 
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Si los extremos de un segmento AB son los puntos A(xa, ya) y B (X2, y2), entonces las coordenadas 
(x, y) de un punto P que divide a este segmento en la razón dada r= AP/PB, se obtienen 
considerando las proyecciones o componentes horizontales de los segmentos inclinados, queda 
r = AC/PD. Como puede observarse, se han formado dos triángulos semejantes de donde se 


puede establecer la siguiente relación: 
AP_Ac 


Pa = pp — Yes decir: 
AP XX; 
£-= =r 
PB XX 
De donde: 
xx =rb0-x) 


x=X =TX2— TX 
X—TX =X1 FTX2 factorizando ax 


x(14+1) = X1 +7X2 despejando a x 
+7 


14 
De manera similar, con el mismo procedimiento obtenemos: 


_ Y Hrde 
a 
MEE 
1+r 
(DSRD) .... a 
1+r 


Donde r debe ser distinto de -1, porque haría cero el denominador y no podemos dividir entre O. 


Ejemplo: Hallar el valor del punto P que divide al segmento cuyos extremos son A(-3, 6) y B (6, 9) 
en la razón r = AP/PB= 2 /3. Como la suma del numerador y denominador de la razón r, es igual 
a 2 + 3 = 5, entonces el segmento se divide en 5 partes iguales, 2 de las cuales están de A a P 
y 3 partes iguales de P a B. 


Solución: 


Gráficamente: 
Y Vista Gráfica 


o 

A 530 66 12 36 

PENES 
3 3 3 


Las coordenadas del punto P 
son P(3/5, 36/5). 


Segmento 
949 
9 


e h=6ss 
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Ejemplo: 
"Obtén las coordenadas del punto que divide al segmento con extremos 
(4,2) B(4, 4) en la razón r=5. 


Solución: — Usando la fórmulas anteriores: 


Bios, 41 Y 


El punto de división está en P(I, 0.25), como puede verse en la figura. 


Ejemplo: 

Obtén las coordenadas del punto que divide al segmento con extremos 
A(-4, 3), BG, -1) en la razón r=-2, 

Solución: 


Al=4,3) 
> 
z 
BA 
Í se 
A10,-5) 

Observa queel punto de división P(10, 5) está fuera de la recta porque 
y es negativa. 


Ejemplo. Dados los puntos A(2, 2), B(3, 3) y C(9, 9), halla la razón TB: BA en que el punto B 
divide al TA. 
Solución: 

TB=/(0-3)2+ (9-3 =6v2 

BA=/G-2D?+ 66-27 =v2 
_CB_6y2 
4" 


4.1 Punto medio de un segmento 


El punto medio de un segmento divide en dos partes iguales al segmento, esto implica que la 
razón r será igual a r = AP/PB= 1/1 = 1. Como la suma del numerador y denominador de la 
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razón r, es igual a 1 + 1 =2, significa que el segmento queda divido en dos partes iguales. Sir = 
1, entonces las coordenadas del punto medio son: 


Xx HKD)x,  x, 4%, 


1+1 2 (PM) 
YY, YY 
14+1 2 


Entonces, las coordenadas del punto medio son: 
ELO At 


2 
Ejemplo: Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento AB, donde A(-1, -3) y B(3, 4) 


Solución: 
q At 214322 Punto E 
2 2. 2 (PM) ci 
Y 3441 
y= 4% - => e PM=(1,0.5) 
2 2. 2 Segmento 


o 1=8.06 


Las coordenadas del punto medio son: 
PM(L, Ya). 


Ejemplo: Dados los puntos A (8,6) y B(- 4, 12), determina las coordenadas del punto medio 


de la distancia AB . El procedimiento consiste en aplicar las formulas, y consideramos al punto 
A (xa, y1) como el primer punto y a B (x>, ya) como el segundo punto, luego vamos a definir a M 
como el punto medio del trazo AB, entonces sus coordenadas son: 


Sustituyendo valores: 


y 2 
Por lo que las coordenadas del punto 
medio PM son: (2, 9). 


4.2 Coordenadas de los puntos que dividen el segmento AB en n partes 
iguales 
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Demostración de las fórmulas Sean A (ax, ay) y B (ba, by) los puntos extremos de un segmento. En 
el documento se prueba que las coordenadas de los puntos Pa, Pa,..Ph., que dividen el segmento 
en n partes iguales pueden ser obtenidas a partir de las longitudes de los segmentos horizontal 
AC=b,- ax y vertical BC=by- ay y de las coordenadas del punto A(ax, ay). 


b, 


y, =a,+k 


x,=2,+(1-1% 


Ejemplo: Encontrar las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en 5 partes 
iguales cuyos extremos son: A (-4, -4) y B (6,6). 


El segmento se divide en 5 partes iguales. Para el primer punto C la razón es r = AC/CB = 1/4, 
porque de A a C hay un segmento y de C a B hay 4 segmentos. Para el punto D la razón será: 
AD/DB = 2/3, porque de A a D avanzamos 2 partes y 3 partes de D a B. Para el punto E la razón 
será: r= AE/EB = 3/2, porque de A a E avanzamos 3 partes y 2 partes de E a B. Para el punto F 
la razón será: r = AF/FB = 4/1 =4, porque de Aa F avanzamos 4 partes y 1 parte de Fa B. 


Sustituyendo valores para el Punto C: Sustituyendo valores para el Punto D: 
Xi + IX 
ja 
l+r 


1 


l+r 
+4 


3 353..3 
Las coordenadas del punto D son D (0, 


0). 
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Sustituyendo valores para el Punto E: Sustituyendo valores para el Punto F: 


3 10 
44516, e 
. 30 2100 4424_20_y 
E > il 5 35 
z e 4+%6 
-4+ 36) do yt A FTO_ 424 20 4 
ya 212 Y Tér TT44 s 75 
1+2 e 
2 2 Las coordenadas del punto F son F (4, 4). 


Las coordenadas del punto E son E (2, 2). 
Graficamente: 


» Vista Gráfica 


Ejemplo: Encontrar las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en 3 partes 
iguales cuyos extremos son: A (2,1) y B (8,4). 
atra 
TES 
El segmento se divide en tres partes iguales. Para el primer punto C la razón es r=AC/CB = 1/2, 
porque de A a C hay un segmento y de C a B hay 2, sustituyendo valores obtenemos, las 


pines BA 


coordenadas de C: 


Ahora para el punto D la razón será: r=AD/DB 
= 2/1 = 2, porque de A a D avanzamos dos 


1 
28) 244 6 
a a 5 partes y de D a B sólo una, sustituyendo 


x= ==2=4 
a 7 
2 2 valores obtenemos, las coordenadas de D: 
1 q 29268)_2+16_18_ 
1+2 303 
1424) _148_9_, 
142 033 


Las coordenadas del punto C'son C (4, 2). Las coordenadas del punto D son D (6, 3). 
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Note que la suma del numerador y 

. denominador de la razón r, es igual 

número de partes en las que dividimos 

y el segmento, en este caso, lo dividimos 

a=04 en tres partes iguales y los 

numeradores y denominadores de las 

razones respectivamente sumaron: 
1+2=3 y 2+1=3. 


1) Determinar las coordenadas del punto M que divide en la razón de 2:3 al segmento que 
une los puntos A(- 6,2) y B(4, 7). 

2. Calcular las coordenadas del punto P de la recta que une los puntos A (- 4, - 6) y B (8, - 
2). De manera que AP = 3PB. 

3. Conociendo M (- 3, 6) y N (5, 2), determinar el punto P(x, y) sobre la prolongación de MN, 
que diste el doble de M que de N. 

4. Determinar las coordenadas del punto medio del segmento que une los puntos A (-4, 2) 
y B(6,-8). 

5. Calcular las longitudes de las medianas del triángulo cuyos vértices son: P (- 2,5); Q (6,7) 
yR (6, -3). 

6. Los vértices de un triángulo son A (- 1, 3), B (3, 5) y C (7, - 1). Si D es el punto medio del 
lado AB y E es el punto medio del lado BC, demostrar que la longitud del segmento DE es 
la mitad de la longitud del lado AC. 

7. Demostrar que los puntos (2, - 2), (- 8, 4) y (5, 3) son los vértices de un triángulo 
rectángulo, y hallar su área. Demostrar que el punto medio de la hipotenusa equidista de 
los tres vértices. 

8. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8) y su punto medio es (4, 
3). Hallar el otro extremo. 

9. Los extremos de un segmento son los puntos A (7, 4) y B (-1, - 4). Hallar la razón AP: PB 
en que el punto P (1, - 2) divide al segmento. 

10.Obtener las coordenadas del punto P que divide al segmento formado por los puntos A 
(3,5) y B (5,7) si se tiene que AP=3PB. 

11.El extremo de un diámetro de una circunferencia es el punto R (2,6) y el centro es C (- 
4,1). Obtener las coordenadas del otro extremo del diámetro. 

12.Calcular las coordenadas de los puntos de trisección del segmento cuyos extremos son A 
(3,-1) y B (9,7) 

13.Dividir el segmento que une los puntos P (-6,1) y Q (9,6) en cinco partes iguales y obtener 
las coordenadas de los puntos más cercanos a cada extremo (dos puntos). 
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14.Comprobar que las diagonales del cuadrilátero formado por los vértices A (4,5), B (9, 7), 
C (7, 3) y D (2, 1), se bisecan entre sí. 
15.Dos vértices de un triángulo son los puntos R (3, 6) y S (5, -2). Obtener las coordenadas 
del tercero si se sabe que sus medianas concurren en el punto W (2, 0) 
16.Obtener los vértices de un triángulo del que se conocen los puntos medios de sus lados, 
a saber; P (3, -2), Q (1, 6) y R(4, 2) 
V Pendiente de una línea recta 
La pendiente es la inclinación de la recta con respecto al eje positivo de abscisas. Se denota con 


la letra m. Si m > O la función es creciente y ángulo que forma la recta con la parte positiva del 
eje OX es agudo. 


Si m < O la función es decreciente y ángulo que forma la recta con la parte positiva del eje OX 
es obtuso. 


La pendiente de una recta es la tangente del ángulo que forma la recta con la dirección 
positiva del eje de abscisas. 


Ejemplos: A 
La pendiente de la recta que pasa por los puntos A (2, 1), B (4, 7) 4277 es 


La recta que pasa por los puntos A (1, 2), B (1, 7) no tiene pendiente, ya que la división por O no 
está definida y da como resultado una pendiente infinita porque la recta es vertical. 


7-2 
1 


5.1 Ángulo de inclinación 

Es el ángulo que una recta forma con el eje positivo de las X. Siempre se mide en sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj, que es el sentido positivo en el que se miden los 
ángulos en matemáticas. 
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0.75 


b AD=08 ; 
Por Ejemplo, el arco cuya tangente (segmento verde) es 0,75 es de 36,87". 
El ángulo se calcula aplicando tangente inversa a la pendiente, esto quiere decir que si tenemos 
por Ejemplo que la pendiente de una recta vale una unidad, el arco cuya tangente vale la unidad 


es de 45", es decir, w=Tan11) =45*. 


Si tenemos por Ejemplo que la pendiente 
de una recta es -1, esto quiere decir que 
la recta tiene una inclinación hacia la 
izquierda y que forma con el eje X un 
ángulo de 135”.Como la tangente en este 
caso es negativa y tiene por valor -1, el 
ángulo de la misma va a ser -45. Si le 
sumamos 180* al ángulo de -45”, 
obtenemos el ángulo real que forma esta 
línea con el eje X, que es de 135”, esto 
es:-45* + 180" = 135" 


5.2 Pendiente de una recta 
La pendiente m de una recta se define como la tangente del ángulo de inclinación, esto es: 


LA PENDIENTE m DE UNA RECTA TAMBIEN SE PUE 
A PARTIR DE DOS PUNTOS CONOCIDOS DE ELLA: 


SEAN ESTOS: Py(Xy y) y Pala y) 


o E PENDIENTE DE 
La RECTA 
COMO EL 
COCIENTE 
ENTRE La 
Y> 7 Y1 MEDIDA — DEL 
CATETO 
OPUESTO, — AL 
ÁNGULO QU, Y 
LA MEDIDA DE 
xXx su CATETO 
ADYACENTE, 


IBTENER 


EN UN PLANO, 


tg () Donde (Les 
la inclinación 
dela recta 


USANDO UNA CALCULADORA: 0 =tg"! (m) 
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Del anterior triangulo rectángulo P-AP», tenemos: 


Por definicion: m=Tan a. — (MANG) 
Como AC=x,-x, y BC= 


Yi 

Por lo tanto: 

Tan =P 

AC xy, 

La pendiente m, también se define como: la variación vertical dividida entre la variación 

horizontal. Esto se observa en la ecuación (MCOOR). A la pendiente también se le llama 
gradiente. 


(MCOOR) 


Tenemos dos formas de calcular la pendiente, la primera es cuando conocemos el ángulo de 
inclinación, en este caso, al ángulo dado le sacamos Tangente y el resultado será la pendiente 
m buscada (MANG). Otra forma, es cuando conocemos las coordenadas de dos puntos de la 
recta, entonces ocupamos (MCOOR) para hallar la pendiente m. 


Por otro lado, si conocemos la pendiente, entonces podemos hallar 
el ángulo de inclinación aplicando la función Tangente inversa, esto 
— Je es: 


AL10,8), 


Sea: A(10,8) 

B(2,6) 
[Calculando la pendiente: 
_ 8-6 2 _1 
(SUENA 


a=tan (m) 


ICalculando el ángulo (a): 
m=tana= Ye 

(BD - 10510 
Lian (¿)=1051 
Parios tipos de pendiente 


y y y y 


Pr ] try > rx 


Positiva Negativa Cero Infinita 
aw a> 90 a=0 ú=90> 
m>0 m<0 m=0 m es infinita 

Ejemplos: 

1. Una recta forma un ángulo de 135? con el eje de las X, hallar su pendiente. 

Solución: m =Tan 135" =-1 
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2. Hallar el ángulo de inclinación de una recta que pasa por los puntos cuyas coordenadas son: 
A(1,3) y B (5,7) 


Punto 
e A=(1,3) 
e B=(5,7) 


El angulo de inclinacion es: 


a=tan(m) 


3. Encontrar la pendiente de las siguientes rectas y el ángulo de inclinación que pasan por los 
puntos: 


a) A(2, 3) y B(5, 8) 


8-3) 5 «7 
m= = 
5-2) 3 
5 + Poo 
a =arc ma(3)-597 SA 
3 + 5=(5,0) 
) (1, 4) (4, 2) 
2-4 5) 
m= ¡aa 
(45, 4+1 
2 P 
a=Tan” ( YY ah 
o B=42) 


Ángulo de inclinación = 158*11' 


55" 
Nota: Si obtenemos un ángulo 
negativo, le sumamos 180". L 


C) (4, 2) y (4, 5) 
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5 52._3 
O E ERE 
0) 4440 


m= Indeterminacion 


Punto 
e Aa 
e Br4,0) 
La recta es vertical 


Ángulo de inclinación = tan” (m) 
9p- 


Para que tres o más puntos estén alineados, es decir, estén en una misma recta tienen que tener 
la misma pendiente. 


XX 
Ejemplo: Comprobar mediante las pendientes si los puntos siguientes están alineados A(1, 2), 
B(O, -3) y C(2, 7) 


Puno 


.2) 
B=(0,3) 
e c=(2,7) 


Los tres puntos sí están alineados, es decir 
están sobre una misma línea recta y le 
pertenecen. 


Recta 
o ESx-yn3 


Ejemplo: Dados los puntos A (-1, 3) y B (2, 4), hallar (1) La distancia entre A y B (ii) El punto medio 
de AB y (lli) la pendiente del segmento de línea AB. 
Solución: 
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(i) Distancia: 
12 DP + (4-3)? 
vio 
(ii)Punto Medio: Segmento Puno 
dAB=3:16 9 As(1,3) 
B=(2,4) 
e C=(0.5,3.5) 
(ii) Pendiente: 
4-3 dá 
El ángulo de inclinación es Tan 
1(1/3)= 18.43" dle EE 


5.3 Ángulo entre dos rectas conocidas las pendientes 


Aplicando que un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma de los dos ángulos interiores 
opuestos y que los ángulos opuestos por el vértice son iguales, en el triángulo ABC, tenemos que: 
02= 01 + 01 


Por el Teorema de las Tangentes: 

Tan 0,-Tan a, 

TanQ ss PEA 
1+Tan 02, Tan a, 


Pero como m, =Tan a, y m, =Tan 0, 


Por lo tanto: 


m 


Tan 0,= (AE2R) 


Tem, -m, 


5.4 Procedimiento para calcular ángulos interiores de un polígono 
1. Se trazan los arcos de los ángulos interiores en sentido contrario a las manecillas del 


reloj. En cada arco, se coloca un punto en el lado inicial y una flecha en el lado final de 
cada ángulo. 


2. Se calculan las pendientes (m) de cada lado del polígono. 
3. Para cada ángulo, donde inicia en el punto será ma y donde termina la flecha será ma. 
4. Se aplica la fórmula para calcular el ángulo interior de cada vértice. 
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5. Cuando se termina de calcular todos los ángulos se tiene que hacer la comprobación 
utilizando la formula siguiente: 


) de los angulos interiores =180%(n=2) 


Donde: 


n=Es el numero de lados 


Ejemplo: En el triángulo cuyos vértices son A (2, 3) B (6, 8) C (4, -4) encontrar el valor de los 
ángulos interiores. 
» Vista Ajgebraica——X [> Vista Gráfica 
Punto 
> As2) 
e B=(5,8) 
e C=(4.-4) 
Ángulo 
0 a= 12639 
o pozozo 
e y=2541" 


42 
ip ANA 
a EEES 
4 4 4 
Tan B=0.5538, — B=arctan(0.5538) B=29"11'51” 
7 7-2 19 
> 2 7319 
TanC= = = 2 


7 494 -4 4 
mó 1 
a( ) 2 2 
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Tan C = 0.475, C= arc tan (0.475), C=25*24'27" 


Tana=-42 =4 2 


77 5+14 19 
Y -38 


1 5Y7 5 35-979 
4) 8 8 


Tan A=1.4074, A= arc tan (1.4074), A=- 64.6052” + 180? = 125”23'41” 


Ejemplo: Encontrar el ángulo formado por las rectas /, A(—14) y B(2.D, 2, D(4,5) y C(2,-2) 


A. 


2. 


3. 


Calculando las pendientes: 


2-4 Z 
Calculando el ángulo entre las 2 rectas: 


-1 + 
Tand= 


Hdx—D 2 


0=Tan Y —60.9454" + 180" = 119.0546" 


4=110.0586" 


Y Ejercicio 3 


Calcular la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que pasa por los puntos: P (5, 
6) y Q(-4, 2). E 

Obtener la pendiente y la inclinación de la recta que pasa por los puntos P (-1, 5)y Q 
(7, -3) 

Probar que la recta que pasa por los puntos P (-1, -5) y Q (6, - 2) es paralela a la recta 
que pasa por los puntos R (-2, - 4) y S (5, -1). 

Prueba mediante pendientes que la recta que pasa por los puntos P (-4, -3) y Q (5, 3) 
es perpendicular a la recta que pasa por los puntos R (-2, 7) y S (4, - 2). 

Determinar mediante pendientes que la figura formada por los vértices P (5, -3), Q (4, 
4) y R (1, 0) corresponden a un triángulo rectángulo. 

Una recta de pendiente 3 pasa por el punto (3, 2). La abscisa de otro punto de la recta es 
4. Hallar su ordenada. 

Demostrar, por medio de pendientes, que los puntos (9, 2), (11, 6), (3, 5) y (1, 1) son los 
vértices de un paralelogramo. 
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8. Una recta de pendiente -2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos 
A y B. Si la ordenada de A es 3 y la abscisa de B es 6, ¿Cuál es la abscisa de A 
y cual la ordenada de B? 


9. Tres de los vértices de un paralelogramo son: (1, 4) (1 4) y 
(6, 1). Si la ordenada del cuarto vértice es 6, ¿cual es su abscisa? 
10. — Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6), (9, 9) y (6, 5) son los vértices de un rombo 
y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su punto medio. 
11. Sialas 12 me encuentro en el kilómetro 5 y manteniendo una velocidad constante a las 


12:10 estoy en el 17. ¿Qué velocidad llevo? 
EN Calculamos la pendiente de la recta que 
Faománo pasa porlos puntos( , Jy(, ) 


-—E SA) 


12. — Clasificar los pares de rectas siguientes en; Paralelas, Perpendiculares y 
Oblicuas, según sea el caso: 
a) ri por (2,1) y (3,3) r2 por (5,-2) y (7,2) 
b) ra por (2,7) y ( 5,1) r2 por (4,3) y (0,5) 
€) ri por (2,7) y ( 5,1) r2 por (4,7) y (0,5) 
d) ri por (4,6) y (6,4) r2 por (-3,1) y (3,8) 
Determinar el valor de *x de modo que la pendiente de la recta que une a (2, 1) con (x, 
7) sea 3. 


Pendiente = 


Velocidad = 


13. 


14. — ¿Para qué valor de “y”, la recta que pasa por (-3, y) y (3, 8) es paralela a la recta que 
pasa por (-1, 4) y (0, 6)? 
15. — ¿Para qué valor de “y”, la recta que pasa por (-1, y) y (3, 8) es perpendicular a la recta 
que pasa por (4, 5) y (2, 4)? 
16. Demostrar que los puntos (-2, 5), (-3, -3) y (5, 1) son los vértices de un triángulo 
Isósceles, calculando sus ángulos internos. 
17. — Demostrar sin usar el Teorema de Pitágoras, que los puntos (1, 0), (5, 2) y (3, 4) son 
vértices de un triángulo rectángulo. 
18. — Calcular Tan 6 para cada par de pendientes dadas a continuación: 
a) 
b) 
19) 
19. 
20. 19.1 
21. 19.2 
22. 19.3. 
23. 19.4 
24. — Calcular el ángulo formado por la recta que pasa por los puntos P (5, 2) y Q (1, -3) y el 


eje Y. 


VI_ Áreas de Polígonos conocidas las coordenadas de sus vértices 


6.1 Cálculo del área de un triángulo conocidas las coordenadas de sus 
vértices 
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(x..11) Como el área de un trapecio es: 
A= 5 (a+b)h 


El área estará dada por: 

Cálculo del área del triángulo 
ABC = área del trapecio Az + área 
del trapecio A2-área del trapecio 
As. 

1. Calculo del área del trapecio 
Ax (DBAED). 


4= 30 A) 


1 
A A 
2. Calculo del área del trapecio Az (EACFE). 


1 
A = 01 +) 
A) 


1 
AE AA) 
3. Calculo del área del trapecio Az (DBCFD). 


EN) 


1 
A) 


4, Cálculo del área del triángulo ABC = área del trapecio As + área del trapecio Az - área del 
trapecio Ay: 


1 1 
AS (2/01 XIV 42, Ya AGA AAI IIY da Jada 0 


— 1,9) 22H (2), FI) 19) 2,93) 


Ya + 


A= ¿Mn +x 


alo +X/Y2 291 74992 JH A AA Y 
2 


1 
Ah Ya 291 PI9 013109 TY +20) 


1 
Abr +XIV2 FX2Y TA 1d 21 232) 


Finalmente, queda: 
1 
A =5 bus +X1Y2 HX2 Ya (Xp Ya 4x2 4332) 


La fórmula anterior, se puede escribir utilizando determinantes, queda: 
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4 Y 
Conocidas las coordenadas de los vértices de un triángulo, el área se puede determinar por la 
fórmula: 


Nota que las coordenadas del primer punto se repiten al final. Multiplicamos cruzado y los 
productos que van hacia arriba se consideran negativos. 


Ejemplo. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son: A (1, 2), B (3, 5) y C (2, 7) 


5  -6 Y 

12 21  -10 Í 

3 - 8 2-35 
a 1B 5_4 7 

22130 3 : cm 

E 
12 o 
i eo (3,5) 

a=l0-23)=7 bidón 


N) 
o 


Ejemplo. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son: A (-3, -1), B (-2, 6) y C (5,-4) 


2/2 (-18-5+8)-(30+12+2] 


6| 
1 
<a] 

6] 


nj es 
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A A 
EN LY pS Po: 


26)(3)+(1) 03): 
ls OS DA A 


06m) 
¿en 


(M(M+ (-2)(3)+(-6)(-9) 
=1-6+18....213.(= B 7 3 


36 | área 


2 


2: 
Xx 
20] sv RS 


A 
06,1) 


6.2 Calculo del área de un polígono conocidas las coordenadas de sus 


vértices 
6.2.1 Métodos por determinantes 
Xx) 
bo np 22) sentido 
p antihorario 
Y (ayi) 
Ka, 
bd b5,y5) 
T Xx id 


La fórmula encontrada para hallar el área de un triángulo, fácilmente se puede generalizar a un 
polígono de n vértices. En este caso, para un polígono de 5 lados la fórmula usando 


determinantes es la siguiente: 
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Vénica 


SIA XY, xy, 
e X2Y3 xy, 
xY, Xay; 

XvYs X5Y 4 


> 
ES 
RS 
20 
ER 
" 
sl 


52 X5Y1 X1Y5 

Xx Y Productos Y'Productos 7 
1 

A= ¿(Productos NE HProductos 7) 


Obsérvese que en el determinante al final se repiten, las coordenadas del vértice que se eligió 
como inicial, en este caso el vértice 1 (X1, Ya). 

a) La elección del primer vértice en el polígono es completamente arbitrario. Se puede elegir 
cualquier vértice como inicial, pero los demás vértices se recorrerán y se escribirán sus 
coordenadas siguiendo el sentido del recorrido positivo, es decir, el sentido antihorario, 
que es contrario al giro de las manecillas de un reloj analógico. 

b) El resultado es negativo cuando el polígono se recorre en sentido negativo, es decir, en 
sentido horario. En este caso, se toma el valor absoluto, porque el área siempre es 
positiva. 

c) La expresión para calcular el área de un polígono, es aplicable inclusive a figuras no 
convexas (cóncavas). Otra forma de escribir la fórmula anterior es: 


-1 
il EY — Nm — E18n| 


ps 


1 
qu +HioYs hon E ZA YL — 22 — Zo Ya — 000 na — 219] 


Donde n es el número de vértices del polígono. 
La fórmula puede resumirse como: Área = Y (EProductos hacia abajo - EProductos hacia arriba) 


Ejemplo: Hallar el área del polígono cuyos vértices son A (6, 2), B (3, 5), C (-1, 3), D (4, -4) y E (1, 
-5): Iniciando el recorrido antihorario con el punto A, se tiene: 


» Vista Algebraica_/X | » Vista Gráfica Xx] 
Pentágono 
6 polígono1=55 
Punto 


e 
> 


¿0.0 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS()  ANTUNEZBOOK 2 


A 16 2 30 6 
B03 5 9. 5 
taa Cc taa 4 -12 
77 pp (442 20 -4 
E l-5 2 30 

6 


A Ñ Yes Y45 


! 1 1 2 
A= 707/65 )-45)= (65-45) = (110) =55 u 


Ejemplo: Hallar el área del polígono cuyos vértices son A (-4, -6), B (4, -4), C (10, 2), D (4, 6) y E (- 
2, 4): Iniciando el recorrido antihorario con el punto D, se tiene: 


» Vista Algebraica [X] |» Vista Gráfica x 
Pentágono 
0 polígono2=98 
Punto 
O A=(4,-5) 
O B=(4,4) 


Do14 6 16  -12 
E (2 4 12  -16 
de A (4-6 1 16 -24 
"2 Bpl4-42 8 -40 
cho 2 60 8 
p 14 6 Yi12 Y-34 


A= ¿Qu2- Y -34)= 012 --84)= 3(196)=98 e 
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Ejemplo: 
Hallar el área del siguiente polígono: A(-S,2), B(1,-4), (5,1), D(3,4) y E(-2,6) 


A=(0.5)[+H(-5)-4) +(1)(1) + (5)(4) + (3)(6) + (-2)(2) - -51(6) - (-2)(4) - (31) 
-000-00) 

A=(0.5)1(+204+1+20+18-4+4+304+8-3+20-2) 

A=(0.5)(108) 


Y, Ejercicio 4 


ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE 9: Graficar el polígono y hallar su área correspondiente. 
1) A(3/4), B(5.2) Y C(-7,-9) 


2) A(47), B(1,-2) Y C(2.-5) 

3) ALS), B(42), C(7,7) Y D(-1.6) 

4) ALS), B(4-6), C(7,1), D(5,4) E(-2,6) Y F(-62) 
5) A(-3,-1), B(2-4), C(4,1) Y D(-3,2) 


VIl Lugares geométricos 
Se llama lugar geométrico a cualquier conjunto de puntos que vienen caracterizados por una 
cierta propiedad. 
+ Por Ejemplo, el lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a distancia 
fija r de un punto señalado, O, es la circunferencia centrada en O y con radio r. 
+ El lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a igual distancia de dos 
puntos dados, es la mediatriz del segmento que los une. 
+ El lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a distancia fija de una 
recta, es un conjunto formado por dos rectas paralelas a la recta dada. 
Existen dos problemas fundamentales de la Geometría Analítica: 
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1) Dada una ecuación interpretarla geométricamente, es decir, construir la gráfica 
correspondiente. 

2) Dada una figura geométrica, o la condición que deben cumplir los puntos de la misma, 
determinar su ecuación. 

Estos problemas son esencialmente inversos entre sí. Estrictamente hablando, sin embargo, 
ambos problemas están tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el problema 
fundamental de toda la Geometría Analítica. 


7.4 Primer problema fundamental. Gráfica de una ecuación. 

Supongamos que se nos da una ecuación de dos variables, x e y, que podemos escribir, 
brevemente, en la forma explícita y=f(x) o en forma implícita f(x, y) = O. A esto se le llama una 
función. En general, hay un número infinito de pares de valores de x e y que satisfacen esta 
ecuación. Cada uno de tales pares de valores reales se toman como las coordenadas (x, y) de 
un punto en el plano, los cuales se pueden graficar y unir para formar la gráfica de la ecuación 
dada. 


REPRESENTACIÓN GRAFICA DE UNA FUNCIÓN 


o En el plano 
cartesiano, sobre el eje X 
se representan los valores 
correspondientes a la 
variable independiente, y en 
el eje Y los de la variable 
dependiente, así cada 
elemento de la función es 
un punto sobre el plano 0 o 
cartesiano. 


7.1.1 Gráfica de una ecuación 
La representación geométrica de una ecuación algebraica en un plano cartesiano es una gráfica, 
a la cual se le llama la gráfica o curva de la función. El conjunto de los puntos, y solamente de 
aquellos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuación, se llama gráfica de la ecuación, o 
bien, su lugar geométrico. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuación pertenece 
a la gráfica de la ecuación. 
Si f es una función con dominio A, entonces la gráfica de 
f es el conjunto de pares ordenados. 
(7 (0)/xe a) 
En otras palabras, la gráfica de f es el conjunto de los 
puntos (x, y) tales que y = f(x); es decir, la gráfica de la 
ecuación y = f(0). 


Al construir la gráfica de una función 

f(x) podemos evaluar esta para varios 
valores de x, luego se localizan en el 

siss sistema de coordenadas y finalmente se 
unen formando su representación gráfica. 
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Por ejemplo, si nos piden graficar la ecuación: y = x?- 3x + 1, para obtener la gráfica le damos 
valores a x desde -2 hasta 5 y los sustituimos en la ecuación para obtener los correspondientes 
valores de y, los resultados obtenidos los escribimos en una tabla, a la cual se le llama 
tabulación, que en este caso es la siguiente: 


x [2 |1]/0 [1 (2 [3 [4 |]5 
y p114/5 [1 [a [4/1 [5 [41 


Por Ejemplo, six= 4, entonces y = (4)? - 3(4) +1=16- 12+1=17-12=5. 
Six =2, entonces y = (2)? - 3(2) +1=4-6+1=5-6=-L. 
Six =-2, entonces y = (2)? - 3(2)+1=4+6+1=11. 
Six =-1, entonces y = (1)? - 3(1) + 1=1+3+1=5, eto. 


En papel cuadriculado o milimétrico trazamos los ejes de coordenadas, con el origen al centro 
de la hoja y ubicamos los puntos de la tabulación, se obtiene: 


Ñ 


| 
| 
a 
| 


y 


0 ox 2 


Ahora unimos todos los puntos mediante una curva suave y esta será la gráfica de la ecuación. 
Obtenemos: 
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7.1.2 Funciones cuadráticas 


La forma general de una función cuadrática es 4) 244 +bx+e. 


El dominio de las funciones cuadráticas es el conjunto de todos los reales R, y el contradominio 
es el subconjunto de los reales que va desde el vértice hasta más infinito o menos infinito, 
dependiendo de que la parábola abra hacia arriba o hacia abajo. 


El exponente más grande es 2. La representación gráfica de estas funciones, es una curva 
denominada parábola (de la familia de las cónicas), que tienen alguna de las siguientes formas: 


El valor de la constante a (el coeficiente de x? es el que determina si la gráfica abre hacia 
arriba o hacia abajo. Cuando a >0, la parábola abre hacia arriba. Sin embargo, si a<0, la 
parábola abre hacia abajo. 


Estas gráficas tienen un punto máximo o mínimo dependiendo de si abren hacia abajo o hacia 
arriba, respectivamente. Este punto recibe el nombre de vértice. La coordenada x del vértice 
está dada por la siguiente expresión, que se justifica más adelante: 
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Y la coordenada y se puede obtener sustituyendo en la función misma. 


Ejemplo, Sea Y (3) ==" +4x-=3. 
Una representación tabular de esta función es la siguiente: 


1) 
13 
3 


o 
(413 | 


8 


alu no 
a 


am 


En este caso las constantes son: a=-1, b=4, c=-3. Esta parábola abre hacia abajo dado 
que 4=-=l; su vértice es el punto máximo, cuya coordenada x es: 


En la representación tabular vemos que a este valor de x le corresponde a 2 


1(2)=-0) +4(2)- 


=-448-3=1 
Por lo que el vértice de la parábola es el punto V(2, 1). 


Al igual que en la recta, el término independiente indica el punto donde la parábola intersecta al 
eje Y. En esta función es el punto (0,3). 


La representación gráfica de esta función, obtenida de la tabla es: 
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01], 


El dominio de esta función es (— ) y el contradominio es (— 


Como se puede ver en la figura, esta parábola cruza el eje X en dos puntos, esto es, tiene dos 


raíces. Al igual que con la función lineal, para encontrar las raíces se resuelve la ecuación 
f(x) =0. 


F(x)= 0 +41-3 


0=-i +41-3 


A diferencia de las funciones lineales, no se puede despejar directamente; por lo tanto, se 
factoriza cuando es posible, o se utiliza la fórmula general comúnmente llamada chichiarronera: 


—b+ yb -4ac 


2a 


En este caso: 


1) 


4ac=(4) -4(-IN3) =16-12=4>0 


Las raícesson x=1 y x=3. Note que , conocido 


como discriminante, en este caso es positivo. 
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-16 


Ejemplo. Sea la función /(% , hallar sus raíces. 


Hay por lo menos tres alternativas para obtener las raíces: 


4 x)=(3+4)(x-4 a 
En un primer caso, se puede factorizar como 4 (*)=(*+4)(3=4) para encontrarlas raíces 
se iguala a cero: 


(x+4)(:-4)=0 


Lo que se cumple sólo cuando x=4 y x=-4. 


Como en esta función la constante b = 0, una segunda opción es despejar: 
Y -16=0 
=16 


x=+y16 =3+4 


Finalmente, siempre se puede recurrir a la fórmula general: 


Ejemplo. — Sea /()=%+6:*9. Encontrar sus raíces y graficar. 


Observe que 7 +6x+9 es un trinomio cuadrado perfecto, por lo que la función se puede 
escribir (1) =(1+3)., 


Para encontrar las raíces igualamos a cero y resolvemos: 


Esto se cumple sólo cuando Y==3, Existe una sola raíz, que se repite; se dice que es una raíz 
de multiplicidad 2. 


Si calculamos el discriminante 2 —44c=(6) —4(10) =36-36=0, 


caso es igual a cero. 


notamos que, en este 


Las coordenadas del vértice de la parábola son: 
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V(-3,0) 


Para trazar la gráfica se necesitan otros puntos más: 


x 
6 
5 


2 


Su gráfica es: 
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GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA 


y= 0 + 8x + 16 


x | y | Puntos 

-8 | 16 [a(-8, 16) 
-4] ols(-2, 0) 
o [16 [c( 0, 16) 
2 | 36 ]0( 4, 36) 
4] 81 [e 5, 81) 


pj 


Eje Real 


Asignamos valores a x 


Buscamos valores de y 
y= (-8)?+8(-8)+16= 64-64+16= 16 

y= (-4)% +8(-4)+16= 16-32+16= 0 

y= (0) +8(0)+16=16 

y= (2) +8(2)+ 16= 4+16+16= 36 

y= (5) +8(5) +16 =25+40+16= 81 Me 


7.1.3 Gráfica de una línea recta 


Si deseamos graficar una línea recta, por Ejemplo: y = 2x - 1. Basta con darle dos valores a x 
para obtener dos valores de y, es decir, obteniendo dos puntos es suficiente para graficar una 
línea recta. En este caso, si x = O, entonces y = 2(0) - 1 =-1, el punto es (O, -1). Ahora si x = Y, 
entonces y = 2(1/2) - 1=0, el segundo punto es (1/2, O). La gráfica de la línea recta y = 2x- 1. 
Es la siguiente: 
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GRAFICA DE UNA FUNCION LINEAL 
* 


y=x+2 


x | y | Puntos 

-6] -4[A(-6,-4) 
-4 | -2 [B(4,2) 
3]c(1,3) 
2 | 4[b(2,4) 
Sl 5 [E(3,5) 


Asignamos valores a x 
Buscamos valores de y 


y=-5+2=-4 
y=-4+2=-2 
y= 1+2=3 
y=2+2=4 
y=3+2=5 


Una enfermera a tomado la temperatura de 
mediodía hasta la una de la madrugada. Es 


un enfermo, a intervalos de una hora, desde las doce del 
decir, ha establecido la temperatura como función del tiempo 


Esta función puede representarse por una tabla o por una gráfica. 
Vamos a estudiar como construir la gráfica a partir de la tabla. — ($) 


Ehr)] 2] 3a]|=] ss [| [*[=[=[=[>=[>=[] 0] 


Tec) | as [39 [385] 38 [38 


375 | 37 [365 | 37 [375 | 37 [365 | 35 | 35 


temperatura (9C) 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOSG)  ANTUNEZBOOK 2 


EJEMPLO 
Las gráficas siguientes muestran los puntos obtenidos por dos equipos en un partido de baloncesto, 
durante los 10 primeros minutos 


Local 
Visitgato El equipo visitante comienza ganando al equipo local 
hasta los 6 minutos de partido. 

Allos 6 minutos ambos llevan los mismos puntos (12 
puntos). 

Desde los 6 minutos hasta los 10 minutos, el equipo local 
gana al ecuipo visitante. 


Durante el período de tiempo de 6 a 8 minutos, el equipo 
visitante no logró anotar ningún punto. 


Alos 4 minutos de partido, el equipo visitante le sacaba al 
local 4 puntos. 

Palos 8 minutos de partido, ocurre lo contrano, el equipo 
local le saca al visitante 4 puntos. 


7.2 Segundo problema fundamental. Ecuación de un lugar geométrico 


7.2.1 Ecuación de un lugar geométrico 
Para hallar la ecuación de un lugar geométrico se toma un punto genérico X de coordenadas (x, 
y) y se intenta escribir en forma de ecuación la condición que define al lugar. 


Lugares geométricos 

+ Un lugar geométrico es un conjunto de puntos 
que satisfacen determinadas propiedades. 

+ Ejemplos: mediatriz de un segmento, bisectriz 
de un ángulo, cónicas , etc. 


7.3 Ejemplos de lugares geométricos: 

1) Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos A (2, 3) y B (- 
2,7). 
Resoluci 
La mediatriz es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los puntos A y B. Se puede, 
por tanto, aplicar el método de los lugares geométricos: 

- Se elige un punto arbitrario X(x, y). 


Su distancia a A es d(X, A) = Nix-2)? +(y-37 
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La distancia a Bes d(X, B)= («+22 +(y-7 


- La condición para que el punto pertenezca a la mediatriz es que ambas distancias sean iguales: 


dc 7 

(22 + (y-3)2= (x+ 2)? + (y - 7)2 

Desarrollando los binomios: 

x2-4x+ 4 +y?-6y+9=x?2 + 4x + 4 + y?- 14y + 49 >-8x + 8y-40=0 
La ecuación de la mediatriz es - 8x + 8y - 40 =0. 


2) Hallar la ecuación de la circunferencia centrada en (3, 5) y de radio 5. 
Resolución: 

- Se toma un punto genérico X(x, y) 

Su distancia al punto (3, 5) es: 


7 ya 
+ Para que el punto se halle sobre la circunferencia dada, ha de ser 


Jay (y -57 =5 
Que es la circunferencia pedida. 
3) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta 2x - y +5 =0 
es el doble de la distancia a la recta x + 2y - 6 = 0. 
Resolución: 
- Se toma un punto genérico X(x, y). 
Su distancia a cada una de las rectas es: 
a Ry y. 2476 
AR AA 
La condición que define al lugar geométrico es d=2- d': 
Poy +8]. > bay 8] 


>12x-y+5|=12x+4y-121 
Para que dos expresiones tengan el mismo valor absoluto es preciso que sean iguales u 
opuestas. Se tienen pues dos soluciones: 

x + 4y-12=> 5y-17=0 

2x-4y +12 =>4x+3y-7=0 
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Mediatriz 
Mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de loz puntos 
del plano que equidistan de los extremos. 
¿e A(P,A) - d(P,B) 
E Puy) AY B(X21Y2) 
Aba) 
ad O CA 
p 
Ejemplo 


Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento de extremos A(2 , 5) y B(4, -7). 
d(P,A) = díP,B) 
A EA 
x?-4x +4+y? -10y +25 =x?-8x+16+y? +14y +49 


x-6y-9=0 


Definición: 

Una parábola 

es el lugar geométrico 
de los puntos tales que 


[pa]-|2F] 


Ejercicio 5 
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1. Dibuja la gráfica de las siguientes funciones: 
a) fb9= 1,5% b) f(x) =-0,5:2 
2. Escribe la ecuación de la función que resulta al trasladar el vértice de la parábola al 


punto indicado. 
a) y=1,5x? a A(2,-3) b) y=-0,5x? a B(-2, 3) 


3. Representa gráficamente las parábolas siguientes: 
a) f(x) =2x?-8x+2 b) f(x) =-x2+4x+3 


4. Escribe la ecuación y= ax?+bx+c de la parábola de la gráfica: 


a) ¡ | | b) 


5. Una función cuadrática de la forma 1 y = ax2 + bx + toma el valor 7 tanto para x= - 1, como 
para x= 2. Determina esta función. 
6. Sea la función f(x) =x? + mx + m. Determina m sabiendo que la gráfica pasa por el punto (2, 
7) 
7. Sea la función f(x) =x? + mx + n. Determina m y n sabiendo que la gráfica pasa por los puntos 
(1, 0) y (-3, 4) 
8. Dibuja las siguientes funciones cuadráticas: 
a) y =x2-6x+10 
b)y=x*-4x+4 
2 4x-2 
d)y=x*-4 
e)y=-2%-=x+6 
Dy=x2+2x+26 
9. Una función cuadrática viene dada por la tabla siguiente: 


x|-2 |4j0 1/2/3|/4/5 6 
y (1418 /4/2| [4] [14 


a) Completa la tabla teniendo en cuenta la simetría. 

b) ¿Puedes determinar la fórmula que define esta función? 

e) ¿Tiene valores negativos esta función? 
10. Determina una función que calcule el producto xy de dos números cualesquiera x, y que 
suman 32. Producto = xy y la Suma = x + y = 32 ¿Qué tipo de función es? Dibújala. 
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De la suma despeja y, su valor despejado sustitúyelo en el producto y quedará una función 
cuadrática. Determina las coordenadas del vértice para saber el máximo valor y determina los 
valores de x e y que hacen que el producto sea máximo. 


11. Representa en los mismos ejes de coordenadas las funciones siguientes: 
1() =32, 8) =P +2, h() =2 4, m(x) =x2+4 

¿En qué se parecen y se diferencian las funciones? 

12. Representa en los mismos ejes de coordenadas las funciones siguientes: 


f(x) = 2x2, g(x) = -2x? + 2, h(x) = 2x2? - 2, m(x) = -2x? +4 
¿En qué se parecen y se diferencian las funciones? 


VIll La Línea Recta 

La ecuación de una recta r, que pasa por un punto A(x1, y1) y de pendiente conocida m se puede 
encontrar mediante la fórmula de la pendiente, considerando que la recta pasa por un punto 
cualquiera P(x, y): 


x 


ejando:: 
yy =m(xx,) — (EPP) 
Si pasa por dos puntos conocidos A(x,, y,) y B(X>,Y3) 


Entonces,como m 


Xx, 


Sustituyendo m en la ecuacion EPP, queda: 


Ax) (E2P) 


Ejemplo: Encontrar la ecuación en forma general de la recta que pasa por A (-7,-1) y tiene una 


pendiente m ==>? 
4 
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Punto 


Ejemplos: Encontrar la ecuación en forma general de las rectas siguientes: 
a. Pasa por A(3,5) y B(-7,2) 


m 


m(x—x,) 


+21 
1=0>10y-3x-41=0 


b. Pasa por A (1, 2) y tiene un ángulo de inclinación: (+ =45% 


m=Tan a = Tan 45* =1 . 


Parto 
> Aa 
e 2-60 


c. Pasa por A (7, -4) y es una recta vertical, es decir, no tiene pendiente. m = 1/0 = «2. Su forma 
es x=kox- k=0, en este caso, x-7=00 bienx=7. 
d. Pasa por A (3, 4) y es una recta horizontal, es decir, su pendiente es O. m = O. Su forma es y= 


ko y - k=0, en este caso, y -4=0.0 bien y =4. 
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Ejemplo: Hallar la ecuación de la mediana que pasa por A del triángulo cuyos vértices son: A 
(2,6), B (5,-2) y C (-3,-4) 


Punto medio del lado BC 


2.2 2 
El punto medio es: D(1, -3) 
Ecuación que pasa por el vértice A (2, 6) y el punto medio D (1, -3) del lado opuesto. 


ma 
E Y 

Sustituyen do valores : Punto 4 

0 A=(2,6) 
pa e 8-52 : 
y-6=9x-18 Le C=(3,4) 

e D=(1,-3) 

Igualando a cero: Lia ñ 
y-6-9x+18=0 o g:ex+y=12 
y-91+12=0 


Cambiando signos, queda : 
9%X-y-12=0 


Ejemplo: Hallar la ecuación de una recta. Si P(x, y) y A(2, 1) son 2 puntos por donde pasa la recta 


y tiene una pendiente de mm = z 
Angulo de inclinació n de la recta: 
a La =18.4349" 


Aplicando la definición de pendiente, se tiene: 
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Ecuación de la recta : 


Multiplica ndo cruzado : 15 
(DG) = (1-21) 

3y-3=x-2 

Igualando a cero: 

3y-3-x42=0 

3y-x-1=0 

Cambiando signos, queda : 

x-3y+1=0 


8.1 Ecuación de la recta de pendiente y ordenada al origen 
Si conocemos la ordenada al origen b y la pendiente de la recta, entonces su ecuación será de 
la forma: 

y=mx+b 
Esto significa que cuando en una ecuación lineal y está despejada, entonces el coeficiente de x 
siempre será la pendiente (m) de la recta y (b) será la ordenada al origen. 


Si utilizamos la ecuación punto-pendiente, sabiendo que las coordenadas del punto son P(O, b) 
y su pendiente es m, queda: 


Despejando a y, queda: 
y = mx + b (Ecuación de la recta de pendiente y ordenada al origen). 
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Cuando se conoce la pendiente y la ordenada al origen, por Ejemplo; m = 5 y b =7, para hallar la 
ecuación de la recta, simplemente sustituimos los valores de m y b, en este caso, quedaría: 
y=5x+7, 0 bien: Bx - y+7=0, 
» Forma pendiente-ordenada al origen 
y=mx+b 
» m=Pendiente de la recta 
» b=Ordenada al origen 


A: (2.00, 4.00) 


3 3 
=3x+1 me 
Y=2 
bat l 
e ae ES 
3 6 
B 3 
2 2 


Ejemplo: Encontrar la ecuación de la recta que pasa por A (2, 5) y B (-1, -6). Dar la pendiente, la 
ordenada al origen y un punto más. 
Pendiente: 


Ecuación de la recta : 


11 
-5= 2 Punto 6 
y5= (0-2 dé 
iplic : , e B=(4,-6) 
Multiplica ndo el lado izquierdo por 3: E da l 
0-53) =11(x-2) Recta 


3y-15=11x-22 5d 


Igualando a cero: 
15-11x+ 
3y-11x+7=0 


Cambiando signos, queda : 
lx -3y-7=0 


8.2 Ecuación simétrica de la recta 
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Si se conocen las intersecciones de la recta con los ejes x e y, es decir, a que es la abscisa al 
origen y b que es la ordenada al origen, entonces conocemos dos puntos: P (0, b) y Q(a, 0), con 
estos puntos podemos calcular su pendiente, después con la pendiente y cualquiera de los 
puntos podemos hallar su ecuación: 


Tenemos: 


Pub 
a 


Si multiplicamos todo por a, queda: 


ay=-bx+ab 
Pasando -bx al otro lado y dividiendo todo entre ab, queda: 


Que es la ecuación de la recta en forma simétrica. Nota que el denominador a es la intersección 
con el eje X y el denominador b es la intersección con el eje Y. Así que si me dan la ecuación 
simétrica de una recta me están dando las intersecciones con los ejes x e y. Por otro lado, si me 
dan las intersección con los ejes x e y, entonces fácilmente obtengo su ecuación en forma 
simétrica, colocando las intersecciones en el denominar respectivo de x e y. 


Por Ejemplo, si la ordenada al origen es 5 y la abscisa al origen es 3, entonces su ecuación en 
forma simétrica es: 
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Yi 5 
53 


Si multiplicamos la ecuacion por 5(5) Punto 
3x+5y=15 Hal 


3x+5y-15=0 Que es la ecuacion general de la rectal 
o gaxesy=15 


Si despejamos y, queda: bla 


+.Su pendiente es m=- 


ui 


En el Ejemplo anterior, fácilmente se ve que es posible pasar la ecuación de una recta de un 
modo a otro, siempre y cuando se respeten las operaciones algebraicas y su jerarquía. 


Por Ejemplo, si la ordenada al origen es 5 y la abscisa al origen es -4, entonces su ecuación en 
forma simétrica es: 


Ecuación de la recta : 


Xx y Punto. 

+2 =1 4 o A=(0,-4) 
s 4 o B=(5,0) 
Multiplica ndo todo por - 20 = 5(-4) : Recta 
—4x+5y =1(20) : AICA] 
Sy-4 20 
Igualando a cero: 
Sy-4x+20=0 


4x+5y+20=0 
Cambiando signos, queda : 
4x -Sy-20= 
Si despejamos 


y, queda : 


Diam yb= 
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Para dibujar una recta que no sea vertical u horizontal se procede como se 
muestra en el ejemplo: 


a : . 
ordenada al origen =5/3 
z a 


4x+6y= 10 


Calcular la ordenada al origen y 
la abscisa al origen. 


x= 10/4=2,5 
y= 10/6=5/3 


Trazar la recta entre estos dos puntos 


8.3 Ecuación General de la recta 


Cuando la ecuación de la recta está igualado a cero, entonces tenemos lo que se conoce como 
ecuación general de la recta. Tiene la forma siguiente: 


Ax+By+C=0 


Donde A es el número que acompaña a x, B el que acompaña a y, C el número que está sólo y al 
que se le llama término independiente. 


Ax+By+C=0 
Si despejamos y, queda: 
_A_ A 
E 
Como y esta despejada, el coeficiente de x es m y el otro es b: 
A € 


m= 


Z yb= 
pg 


Intersecciones de Ax + By + C = 0 con los ejes 
Con el eje X, haciendo y = 0 


x A por lo tanto la abcisa al origen es: 


a== y el punto de intersección con x es a( E .0) 


Con el eje Y, haciendo x= O 


Ss : ;por lo tanto la ordenada al origen es: 


S y el punto de interseccion con y es P, (o 5) 


Por lo tanto, la ecuación de Ax + By + C = O en forma simétrica es: 
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Ecuación del eje Y 
x=0 


Ecuación del eje X 
y=0 


Ar+By+C=0 


ejox (abacisas) 


Pao) 


11841 cl 
pla 148 
8.4 Paralelismo y perpendicularidad de rectas 
Dadas dos rectas tenemos: 
£ £ 
ale El 7 
[E 8 
|| la, 
do e 
> ó - 4,=0, 
Oblicuas 
m=m, 


A) Paralelismo: Si dos rectas son paralelas los ángulos «, y uz son iguales, es decir, si sus 
pendientes son iguales las rectas son paralelas. 

a=02 

Tan as=Tan 07 

m=m2 
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B) Perpendicularidad: Si dos rectas son perpendiculares sus pendiente son recíprocas y de 
signo contrario. 
Dadas dos líneas: 

las y = max + Ca 

la: y = m2x + c2 


Sil, es perpendicular a l», entonces 
DP mim2=-1 
m=-1/m2 


Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. 


Si dos rectas son perpendiculares el producto de sus pendientes 
es igual a -1 


Rectas 
perpendiculares 


5x2y+8=0 
2x+5y-11=0 


Pendientes inversas y de 
signo contrario 


alb>-b/a 


Camblo de /3 
constantes y 
cambio de signo a 
una de las dos 


A=(2,3) 
pendientes recíprocas y 
de signo contrario 


ax+2y=o — PA/BIAB/AJ=A 


mi=-A/8 m2=8/A 


G = (-0.46,-0.69) 
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Ejemplo: Determinar si los siguientes pares de líneas son paralelas o no lo son. Si no son 
paralelas hallar su punto de intersección. 


línea que pasa por A (1, 2) y B (-4, -3) 
Solución: 

Pendiente de l,= 1 

Pendiente de /2= [2--3)]/[14-4)] = 1 


Dado que las pendientes son iguales las 
rectas si son paralelas. 


(ii) la: y =2x +7 


ls: línea que pasa por C(5,7)Y $ A2(5,7) 
D (3, 6). Determine si son e B=(3,6) 
paralelas y si no lo son, 8 C=[.033,630) 


determine su punto de 
intersección. 

Solución: Pendiente de /z= 2 
Pendiente de ls = (7-6)/(5+3) = 
1/8 

Dado que sus pendientes son 
distintas las rectas no son 
paralelas: 

Su punto de intersección C es: 
la: 


B 


Sustituyendo /3 en la: 
8(2x+7)=x+51 
15x=-5 
x=-1/3 
y=19/3 
Las coordenadas del punto de 
intersección son C (-1/3, 19/3). 


Ejemplo: En el cuadrilátero PQRS, la línea QS biseca la línea PR formando ángulos rectos en M. 
Hallar las ecuaciones de QS y PR. También hallar (i) las coordenadas de M, (ii) las coordenadas 
de R y (iii) el área de PQRS. 
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Solución: Pendiente de QS = (6-3)/6 = "eje Y 
1/2 E 
Ecuación de QS: — y-3=%x : 
2y=x+6 1) E 
Pendiente de PR = -2, porque es 


perpendicular a QS 
Ecuación de PR: y-7=-2(x-3) 


() Resolviendo (1) y (2 
simultáneamente, 
Resulta: x=4, y=5 
Las coordenadas son R(4, 5) 


9 
sd Segmento. 
e dPo=5 


(ii) Asumamos que las coordenadas de R + E 

son (a, b). mxray=o 
(la+3]/2, [b+7]/2) = (4, 5) Fórmula : parsy=13 

del punto medio Eje X 
a+3=8>a=5 pi 


b+7=10->b=3 
Sus coordenadas son M(5, 3) 


(iii) Área del cuadrilátero: 

_1B0563 

2173367 

- 14 [9+30+ 42] - [15+18+18]] 

=4B0| 

=15 
Ejemplo. Una recta L1 pasa por los puntos A (2,3) y B (4,8). Otra recta L2, perpendicular a L1 
pasa por el punto C (-2,3) y por el punto D de ordenada 4. Halla la abscisa del punto D. 


a Por lo tanto, my = 

3-4 2 porto tant 

Mco = >= Por lo tanto, xp = 
32735 D 


8.5Ejemplos adicionales de la Línea Recta 
Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (4. - 1) y tiene un ángulo de 
inclinación de 135”. 


Solución: Graficamos 
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La ecuación de la recta se busca por medio de la siguiente expresión; 
Y —-Y, =m(X-X1) 


Dicha ecuación es conocida como La Ecuación de la recta con un punto dado. Como conocemos 
el punto P (4, -1) podemos calcular dicha recta, pero también es necesario determinar el valor 
de la pendiente m, la cual calcularemos de la siguiente forma: m= Tg (135); donde m= -1 
Sustituimos los valores en la expresión y obtenemos; 

1(x- 4); 


En forma implícita: x + y - 3=0 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto C (- 3, 1) y es paralela a la recta 
determinada por los dos puntos D (0, - 2) y E (5, 2). 

Solución: Como se conoce un punto de la recta requerida, solamente es necesario obtener su 
pendiente que, según sabemos, es la misma que la de la recta paralela L: que pasa por los dos 
puntos (0. - 2) y (5, 2) 

La pendiente de Ly es, m=% 
La ecuación de la recta a utilizar 


D_ 


4 
y 1= 5 (e -3) 

Multiplicando por 5 todo el lado izquierdo: 
(y - 1)(5) = 4(x + 3) 

5y -5=4x+12 

Igualando a cero: 

4x-5y+17=0 
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A=(0,34) 6 
B= (4.25, 0) 


Recta 
O ax+by=10 
O g:4x-Sy=-17 


Ejemplo. Conocidas las siguientes ecuaciones paramétricas de una recta en función de t: 
x=-3+3t 

13 

Comprobar que, dando a t los valores O, 1, 3, 4, 5, se obtienen puntos que están todos sobre 

una recta ¿Qué método está aplicando para trazar la recta? 


Solución: 
El método a aplicar es el de Tabulación. Es por ello que tabulamos los valores dados de t y 
sustituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos las coordenadas de cada uno de ellos: 
Ejemplo: Para t=0 


x=-3 + 3(0)= -3 
y=2(0)=0 (3,0) 


Aplicando el mismo procedimiento para cada uno de los valores dados de t, obtenemos la 
siguiente tabulación: 


Graficamos los valores: 
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» Vista Gráfica x 


40 


0 g:2x+3y=8 


Ángulo 
o y=3369 
2 e 


Por medio de la gráfica podemos demostrar que los puntos obtenidos si están todos sobre una 
misma recta. 
Ejemplo. Hallar la ecuación implícita de la recta: 


x=-3+3t 
y= +2t 


Solución: Multiplicamos la primera ecuación por -2 y la segunda por 3, y las sumamos: 


-2x=6-6t 
3y= +6t 
2x+3y=6 


La ecuación implícita es: 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el siguiente par de puntos A (-7, 11) y B (1, 
7) 

Solución: Por medio de los puntos dados buscamos el valor de la pendiente aplicando la formula 
correspondiente y obtenemos que: m= - Ya 

Luego sustituimos los datos en la fórmula de la ecuación de la recta dada la pendiente y un 
punto, y obtenemos: 
Tomamos el punto inicial como B (1, 7): 

y -7=-%% (x1) y7=-%x+1/2 y=-Y%2x+18/2 


En forma implícita, multiplicando por 2, tenemos; 
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Punto 
0 A=(7,11) 
e B=(1,7) 


Recta 
e gx+2y=15 
Ángulo 


Ejemplo. Hallar dos puntos de la recta y = -3x + 4 y Calcular a partir de ellos su pendiente, y 
comprueba que es la que corresponde a esa ecuación. 

Solución: Damos valores arbitrarios a x y obtenemos: 

Six=0>y=4-> punto A (0, 4) 

Six=1>y=1> punto B (1, 1) 

Calculando la pendiente con los puntos calculados anteriormente se tiene que: m = -3 
Efectivamente, podemos comprobar que la pendiente es la de la recta dada: y =-3x + 4. 


Punto 
9 A=(0,4) 

e B=(1,1) 
Recta 

o gáxty=4 


Ejemplo. Una recta pasa por los puntos A (-2, 3) y B (6, 4). Halla su ecuación en las formas 
general y simétrica. 


Solución: 

3-4_1 
-2-6 8 
YY =m(x—x1) 


m 


y-3= je +2) 
x-—8y+26=0 forma general. 


Dividiendo toda la ecuación entre -26: 


x 4y pagos 
=37+5=1 forma simétrica. 


-26 
Ejemplo. Un segmento está formado por los puntos A (5, 8) y B (10, 10). Halla la ecuación de su 
mediatriz. 
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Ba=w0_ 2 


Mag = 
Para el punto medio: 


Para la ecuación: 


10x + 4y— 111= 0 Ecuación de la mediatriz. 


Ejemplo. Los vértices de un triángulo son los puntos A (-4, 5), B (3, 6) y C (2, -4). Hallar: (a) El 
baricentro; (b) La ecuación de la altura del vértice A. 
Solución: 
(a) Ya que el baricentro es el centro de gravedad del triángulo, se tiene: 
Xa +xXp+xc_ 44342 _1 


3 3 3 


YA PY FYe_5+6-4_7 
n E E 

A 17 

en Baricentro (¿ ,5) , 

(b) Mac = az = 10,por lo tanto, la Marura = 7, Y como pasa por A(-4,5) 


YY =m(x—x1) 
y-5=4+4) 
x + 10y — 46 =0 ecuación de la altura. 


Ejercicio 6 


1. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (- 2. 5) y (4, 1) es perpendicular a la 
que pasa por los dos puntos (- 1, 1) y (3, 7). 

2. Una recta L: pasa por los puntos (3, 2) y (- 4. - 6) y otra recta L2 pasa por el punto (-7, 1) 
y el punto A cuya ordenada es - 6. Hallar la abscisa del punto A, sabiendo que L: es 
perpendicular a L2. 

. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A (2, 4) y tiene de pendiente 3. 

. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A (3, - 4) y tiene un ángulo de 
inclinación de 60". 

. Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es -2 y cuya intercepción con el eje Y es 3. 

. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los dos puntos: A (-4, -4) y B (6, 2). 

. Dibujar la recta con ecuación y = 4/5X + 3. 

. Un punto dista siete unidades del origen del sistema de coordenadas y la pendiente de la 
recta que lo une al punto A (3, 4) es 1/2. Determinar las coordenadas del punto. 

. Un triángulo equilátero tiene su base en el eje de las X y su vértice en el punto C (3, 5). 
Determinar las ecuaciones de sus lados. 


DOY 


o 
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10.Una diagonal de un cuadrado une los vértices A (1, 2) y C (2, 5). Obtener las ecuaciones 
de los lados del cuadrado. NOTA: Tomando en consideración que cada lado del cuadrado 
forma un ángulo de 45* con la diagonal. 

11.Trazar la recta de siguiente ecuación implícita: 3 x +5 y-15=0 

12.Hallar el punto de intersección de las rectas: 


6x-5y=-27 
8x+7y=5 
13.Determinar la pendiente de la recta, cuya ecuación es y=mx+5, para que pase por el 
punto de intersección de las rectas, representadas por las ecuaciones y =-3x- 5, y = 4x + 
2 
14.La ordenada al origen de una recta es 7. Determine su ecuación sabiendo que debe ser 
perpendicular a la recta 4 x + 9 y- 27 =0. 
15.Determine la ecuación de la recta que pasa por el punto P(-3, -5) y es paralela a la recta 
y=-2/3x+9 
16.Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas: 5 
x-3y=-2y8x+7y= 44 y es perpendicular a la recta que está definida por la ecuació 
y=2/3x +1 
17.Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(4, 10) y forma un ángulo de 45* 
con la recta y = 3/2x 


18.La diagonal menor de un rombo mide lo mismo que su lado y tiene por extremos los 
puntos A (-3, -2) y C (1, 2). Halla los vértices B y D y el perímetro del rombo. 


19.Los vértices de un cuadrilátero son A (-3, 2), B (2, -4), C (6, 7) y D (0, 6), hallar las 
ecuaciones de sus lados y sus ángulos interiores. 
20.El punto de intersección de las rectas x - 2y + 5 =0 y 3x +y+1=0es: 
a) (1, -4) b) (-1, -2) c) (1, 2) d) (-1, 2) 
21.La pendiente de la recta 3x - 2y + 1 =0 es: 
aj4  b)-3 c)-4 d) 4/3 
22. Es un punto que pertenece a la recta anterior: a) (O, 0) b) (-3, 2) c) (1, -1) d) (1, 1) 
23. Las rectas cuyas ecuaciones son; 5x - y + 7 =0, y 10x - 2y + 8 =0 son: 
a) Paralelas b) Perpendiculares c) Oblicuas 
24. La ecuación de la recta que pasa por el punto (5, 4) y es perpendicular a la recta 3x + 4y 
+1=0es: 
a) y - 4 = (4/3) (x+5) b) y - 4 = (4/3) (x-5) 
c) y - 4 = (4/3) (x5) d) y + 4 = (4/3) (x+5) 
25. La ecuación de una recta paralela al eje X es: 
a) x=5 b) x-y=1 0) x + y=1 d) y =2 
26. La ecuación de una recta perpendicular a la recta 4x — y + 5=0 es: 
a) 4x+y-5= Coba) y +5 =0 
0) 4x+ (1/5) y + 5=0 d) x - y 
27. La ecuación de la recta que pasa por (3, 0) E (0, 4) es: 
a) 3x - y- 12=0 b) x/3 + y/4 =1 
c) 3x- 4y - 12=0 d) x/4 + y/3=1 
28. La ecuación de la recta con pendiente 3 y que pasa por el punto (1, 2) es: 
=(1/3)x+1 
x- 1d) y= (1/3) x-1 
29. Determinar los puntos de intersección de la recta 2x - 3y - 12=0 con los ejes coordenados 
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30. Obtener la ecuación general de la recta que pasa por el punto (2, -1) y es perpendicular 
a la recta -3x + 5y + 2=0 
31. Obtener la ecuación general de la recta que pasa por el punto (-3, -5) y es paralela a la 
recta x + Ay -7=0 
32. Obtener la ecuación simétrica de la recta que pasa por los puntos A(S, 6) y B(4, 2) 
33.Reducir cada una de las ecuaciones siguientes a la forma simétrica: 
a) 4x-2y-10=0 
b) 2x-y+25=0 
34. Obtener la ecuación general de la recta que pasa por el punto (-2, -1) y por el punto de 
intersección de las rectas 8x -y + 4=0, 8x + y -20=0 
35. Hallar la ecuación pendiente-ordenada de la recta que pasa por los puntos: 
a) A(O,-3) y B(4, 5) 
b) C(O, 6) y D(-1, -2) 
36. Obtener el punto de intersección de las rectas 2x + y -3=0 y 3x -y -7=0 y calcular los 
ángulos de intersección que forman. 
37. Uno de los vértices de un cuadrado es (2, 4) y el punto en donde se cortan las diagonales 
es (3, 7). Determinar las ecuaciones de los lados del cuadrado. 
38. Calcular el área del triángulo formado por la recta 4x - 3y - 24 = O, con los ejes del 
sistema de referencia. 
39. Una recta pasa por el punto (2, 3) y separa del primer cuadrante un triángulo de área 12 
u, obtener la ecuación de la recta. 
40. Obtener la ecuación de la recta que pasa por el punto (3, 4), y cuya abscisa al origen es 
el doble de la ordenada al origen. 
41. Obtener el valor de K para que la recta 4x + 5y + K=0, forme con los ejes coordenados 
un triángulo rectángulo de área A= 5/2 42. 
42. 
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EJERCICIOS 


2. Representa la gráfica de f(x): 
SA 
a) fl) 3.3 
b) 100=x 1 
€) fo09=3x+1 


3. ¿Qué gráfica corresponde a cada ecuación? 
1 // 2.) 


/ 


a) y=x/4 +3 
b) y=4x+3 


C) y=-x/4-3 


d) y=-x/4 +3 
e) y=-3 
f) y=3x+4 


9) y=x/4 


h) y=-4x 


4. ¿Qué ecuación corresponde a la recta que pasa por los puntos indicados? 


1) 1, 5) (1, -5) a) y=x/5+3 
2) (-2, 2,6) — (2,3,4) b) y=5x+3 
3) (-2, -0,4) (2, 0,4) c) y==x/5-3 
4) (-2,3,4)  (2,2,6) d) y=-x/5-3 
5) (-2, -2,6) (2, -3,4) e) y=-3 
6)(1,-2) (1,8) f) y=3x+5 
7) (-1, 2) (1,8) 9) y=x/5 
8) (-1,-3) — (1,-3) h) y=-5x 


43.Con el listón mostrado en la figura queremos hacer un marco para un cuadro. Calcular la 
superficie máxima que se puede enmarcar. 
Sugerencia: Comienza por calcular la ecuación de la recta naranja. Después, busca las parejas de x e y, 
cuyo producto xy sea mayor. 
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A(12, 0) 


8.6 Ecuación normal de una recta 

Vector perpendicular o normal a una recta 

Dada la recta r con la ecuación general de la forma: Ax + By +C=0, el vector n(A, B), es un vector 
normal o perpendicular a la recta r. El vector v (-B, A), es un vector director de la recta r. Se 
cumple que el producto escalar o punto entre estos vectores es cero, esto es: n-w=0 


Normal rAx+By+C0=0 - 
(A, B) LA 
Recta r 


UB, A) 
Director 


Ejemplo: Halla un vector normal y otro director de la recta r:x-2y+3=0. 
En este caso A= 1 y B=-2, por lo tanto: 


esc +(1=2 


El producto escalar del vector normal y el vector director es O: 
i-v=(1, -2) (2,1) =1:2+ (-2)1=2-2=0 


8.6.1 Ecuación de la recta definida por un punto y un vector normal 
Dada la recta r con la ecuación general de la forma: Ax + By + C =0, el vector n(A, B) es un 
vector normal o perpendicular a la recta r, la ecuación normal de la recta r viene dada por: 


A(x=x,)+B(y-y,)=0 


Ejemplo: Hallar la ecuación general de la recta que contiene al punto P (7, 3) y es paralela a 
la recta que tiene por ecuación 3x +y+1=0. 
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Solución: Sustituyendo valores, considerando que P (xo, yo), en este caso: xo = 7 e yo= 3, se tiene: 
P(7,3) 
> A (x-xo)+B-(9-y0) 


¡(A, B)=5(3, 1) 


> 3(x-DM+1(y-3)=0 => 3x-21+y-3=0 
> 3x+y-24=0 


Punto 
O A=(7,3) 


8.6.2 Ecuación normal o de Hesse 
La ecuación normal de una recta r en función de los cosenos directores se escribe como: 
X-C08 77+ y -sen u—-p=0 donde p=d(0, r) 


(p cos 4, p senw) 


Demostración: Asumimos que p es la distancia del origen O a la recta r y es la hipotenusa del 
triángulo rectángulo formado, por trigonometría: 
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sno=%% = y,=posenw 
P 


Xo 
cosWu==L => x¿=p-c0sw 
P 


sen O _ seno 
gm=%0 PND 
Zo P:Cosw cos 


tg 0 seno 


Sustituyendo estos valores hallados, en la ecuación de la recta de punto-pendiente y 
simplificando tenemos: 


- cos u 


YY MÁX) > y-psenw= 


- p- cos a) 

sen Ñ 
Multiplicando por Sen w» el lado izquierdo y usando la identidad Sen? w + Cos? w = 1, finalmente 
queda la ecuación normal de una recta: 


2  X-C080+y-senwo-—p=0 


Si desarrollamos la expresión de la ecuación normal de la recta y dividimos por el módulo de la 
vector normal n (A, B): 


cos == A sen = p=d(0, 1) 
JAl+B? +B 
Obtenemos la expresión de la ecuación normal: 
A B E 
x+ y+ =0 


Vald+B? o yal+B? yYal+B? 


Ejemplo: Dada la ecuación de la recta r: 5x - 7y - 11 = O, hallar los valores de p y w y 
reducirla a su forma normal. 


5x-7y-11=0 


Para este caso: A= 5, B=-7 y C =-11, sustituyendo valores: 
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Va+B =/S+(-77 

V23+49= 174 

E led ecuación normal queda: 
bl =l 

E AE 

A o 

V14-- 114 74 


=0 


=>  ¿fsenw= 3  W=arcsen > 


Elegimos w2 ya que como se observa en el gráfico, pertenece al cuarto cuadrante. 


Ejemplo: Hallar los cosenos directores de la recta r: 3x+ 4y-8=0 


Por lo tanto, la ecuación normal es: 


3 4 8 
sI 5= 
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Ar+By+C=0 


8.7 Distancia de un punto a una recta 
Calcula la distancia del punto a la recta, para esto ocupamos la fórmula mostrada: 


Ejemplo. Hallar la distancia de la recta cuya ecuación es: 3x + 4y - 8 =0, al punto D (2, 5) 
En este caso los valores con su signo son: A=3, B=4yC=-8;x1=2ey1=5 


[ 0. 
Ax, + By, +C 
| A 
: Socio cia JA + Be 
> 
Vicios | qa py DO) _ [69208 
ar . ra 
Toe n=36 
sE 
y 4 6 


Ejemplo. Hallar la distancia de la recta cuya ecuación es: 4x + 5y - 3 =0, al punto D (-2, 4) 
En este caso los valores con su signo son: A=4,B=5yC=-3;x1=-2ey1=4, 
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Ax, + By, +C] 
dt, py 
A+ Br 
42) +5(4) 3] 
det). LI 
+7 
ap 05 Puno 
.p)= iia 
PE 6+25 > ani2a 2502) 
9 Jal O 
dp = 2 E ayas 
41 441 Segre 
neos 
9/41 
da = 24 1.405 
E 


Ejemplo. Hallar la distancia de Q(- 
3, 4) a la siguiente recta: 2x + 3y = 
4 


Solución: Aplicando la ecuación de 
la — distancia ya conocida 
obtenemos que: 
Igualando a cero la ecuación: 

2x + 3y-4=0 (1) 
[A-3+34)-4| 


e 1=0s5 


La distancia entre el punto Q 
(53,4) y la ecuación llamada r, es 
de aproximadamente 0.55. 


Ejemplo. Hallar el área del triángulo de vértices A (2, -2), B (-8, 4) Y C (5, 3). 
El área de un triángulo es la mitad del producto de la base por la altura. 
La altura es la longitud del segmento que desde un vértice al lado opuesto en perpendicular 
(base). Calcularemos la altura respecto al lado BC 
1. Calculamos la recta sobre la que se apoya el lado BC, 
El vector: 
BC = (13, -1) 
La recta en ecuación continua es: 
5 y-3 
13 -1 
En forma general es: 
rix+13y-44=0 
2. La altura será la distancia del vértice A a la recta r: 
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124 13(= 


v1TO y 
3. La longitud de la base será el módulo del segmento BC. 
|BC|= y 

4. Por último el área del triángulo será: 


pá 
. E Segmento 
a acne 
Recta 
113x-y =28 e s 0co=1304 
rx + i3y=44 h=5.22 


También se puede calcular mediante determinantes: 
Area ABO = 2 Ya —2581) +3 (242082) —3 (218s — Za) 5 
Ares ABC=3 (Y: — 209 PAY — 12d TY Y)» 


O sea, en forma de determinante: 


2 % 
a. Y 
a Y 


Restando sucesivamente el primer renglón de cada uno de los 
restantes, queda expresada el área del triángulo por medio del 
siguiente determinante de segundo orden: 


Area añ0=3| 375 el 

3 J la Y lo 

A E 

1-8 4 |-(A4-10+8-16-20-6)-=-3 
a 


Tomaremos el valor absoluto, dado que el área siempre es positiva, en este caso resultó negativa 
porque el recorrido de los vértices fue en el sentido horario. 
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8.8 Bisectriz de un ángulo. 

Los puntos de la bisectriz de un ángulo equidistan de los lados del ángulo; por lo tanto, la bisectriz 
está contenida en el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados. 

Este lugar geométrico está constituido por las bisectrices de los cuatro ángulos que se forman al 
cortar las dos rectas. Dichas bisectrices coinciden dos a dos. 

Así pues, el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas está constituido por dos 
rectas que son las bisectrices de los ángulos que forman. 

Ejemplo: bisectrices de un ángulo 

Ejemplo. Hallar las bisectrices de los ángulos formados por las rectas 4x + 3y - 5 = 0 y 12x- 5y- 
18=0. 


Resolución: 

- La distancia de un punto genérico P(x, y) a cada una de las rectas es: 
x+3y-5| _ |4x + 3y -5] 

Po icdl a 0 cd 


fa? 32 5 
q 12 8y 718] - [12 5y 18 
hi2? +5? 18 
- El punto genérico se encuentra en las bisectrices si ambas distancias son iguales: 
[axe 3y -5 _ 12x-5y -18| 
5 E 
-Esto da lugar a dos rectas cuyas ecuaciones son: 


A MAA a ay 25=0 


5 m 
A 
5 E 
> Visa Agebraca 8 |E vista Grana 


p=édoss* 


4= 50255 
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Eto! reir y pendete 
ala) = (2920004) ds 
620 


e (2) = 0,97 
—. m=- A (+22) 2 
e generas Ecuaciones poramétricas 
AS 4 motas; yes ER 
+ y 
Eramos , 42225 
ía * 
FÉ TAS TA E A DA 


Ejemplos de aplicación práctica 


1. Muebles coloniales compra un torno en $8000. Se espera que este torno dure 12 años, 
después de ese tiempo ya no valdrá nada. Si se emplea un método de depreciación en línea 
recta, deduce una ecuación del valor estimado del torno en función del tiempo. ¿Para qué valores 
de t es válida esa ecuación? Para valores <= a 12. 


xr, y 
+2 -= 
la 12 * 8000 
: scla 8000 x +12 y = 96000 
8 A=(0,0000) ) 
sono Osio 8000 x +12 y —96000 =0 
8 t:2000x+3y=24000 — 2000x+3y—24000 =0 
— 2000 x + 24000 
0 y 
E 3 
. a 
2000 8000 


La pendiente m nos dice 
que cada 3 años el torno 
se deprecia 2000/3 


x=tiempo (independiente) 
y=valor. (dependiente) 


2. El costo directo de fabricación de un galón de pintura $2.35. El costo fijo es de $420 diario. 
Expresa el costo diario total en función de la cantidad de galones de pintura producidos. Grafica 
el resultado. 

Solución: $420 gasto aún produciendo O galones es un costo fijo (b) y el costo por unidad $2.35 
es (m) la pendiente. 
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2 


pe e Cada que produzco 1 galón gasto 2.35 + 


Ep, gasto fijo de 420, entonces la ecuación queda: y = mx 


2, 424.7) +b 
21.09, 
(4,429:4) y=2.35x+420 


525 y9402 2351 y +400=0 


El número de galones es independiente, pero es 
determinante en el costo que se produce. 


3. Se sabe que el agua se congela a 0”C o 32”F, y que hierve a 100*C o 212*F; También que 
la relación entre la temperatura, expresada en grados C, y en grados F, es lineal. Encuentra esa 
relación. Indica cuánto aumenta la temperatura en *F cuando se registra un aumento de 1*C. 


2-00) 


5y-160 =9x 
9x-Sy+160 =0 


Punto 


exo 
. ei x-Temperatura en "€ (independiente) 
h Soya y= Temperatura en "E (dependiente) 


El incremento en *F es de 9/5 cuando se registra un aumento de 1*C. 


4) La presión en el interior de un recipiente con vacío parcial se mide con un manómetro de 
extremo abierto. Este aparato mide la diferencia entre presión de recipiente y la presión 
atmosférica. Se sabe que 1 diferencia de O mm de mercurio corresponde a una presión de 1 
atmósfera, y que si la presión dentro del recipiente se redujera a O atmósferas se observaría una 
diferencia de 760mm de mercurio, suponiendo que la diferencia D en mm de mercurio, y la 
presión P, en atmósferas, se relacionan mediante una función lineal, determina esa función. 
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Punto reo; 42 ) 
El 0 A=(0,760) 1760 
760x + y-760=0 
su y=-760x+760 


Presión en el 4gp 


Recipiente x=Presión atmosférica (independiente) 


sun y =Presión en reciplente (dependiente) 


200 


CA] 
Presión Atmosférica 


5) A la empresa ZAPATOS FINOS le cuesta $ 9,500 fabricar 100 pares de zapatos diarios y 150 
pares $ 12,250. Suponiendo que el costo es en función lineal de la cantidad fabricada, 
determina el costo en función de la cantidad fabricada. Interpreta las constantes en tu resultado. 


9500 : 100 :: 12250 : 150 


im 12250 —9500 _ 2750 
150 — 100 EN 


Costo de 
Producción 


O toy =55x>+ 4000 y —9500 
55x— y + 4000 


E TE ETE 
Paros de Zapatos 


Costo de cada par y=55x+4000 Cpsto fijo 


¿Cuánto cuesta producir 80 y 300 pares? 

Six= 80 pares 

y = 55x + 4000 = 55(80) + 4000 = $ 8400 pesos 
Six= 300 pares 

y = 55x + 4000 = 55(300) + 4000 = $ 20500 pesos 


¿Cuántos pares se pueden producir con $30 000 pesos? 
En este caso y = 30000, x =? 

30000 = 55x + 4000 

x= (30000 - 4000)/55 = 472.7272 pares 
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8.9 Rectas notables y puntos notables del triángulo 


1. Medianas: rectas que van del punto medio de un lado al vértice opuesto. 

2. Baricentro: lugar donde concurren las medianas 

3. Circuncentro: centro de la circunferencia circunscrita del triángulo. 

4. Alturas: Rectas que parten de los vértices y llegan al lado opuesto formando un ángulo 
recto. 

5. Ortocentro: Punto donde se unen las alturas. 

6. Bisectrices: Rectas que dividen a los ángulos en dos partes iguales. 

7. Incentro: Centro de la circunferencia circunscrita al ángulo. 


A 
,l / | 
h / Ma Ractade Fuler 


Nota: Por la recta de Euler pasan Baricentro ortocentro, y circuncentro. 
Ejemplo: Calcular en el triángulo A (2, 3), B (6, 9), C (8, 1) 


1) Ecuaciones de las medianas y coordenadas del baricentro 
Mediana: recta que pasa por el punto medio de un lado y por el vértice opuesto 


Mediano 


Punto medio del lado AB: 


642 349 
5( 2 )- 4.5) 


Vector: 


MÁ =(8-4,1-6)=(4, 


Mediana: 
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r-4 y-6 
1 0% 
En forma general: 1 + dy — 41 =0 


Punto medio del lado BC: 


2 


5 2 - 
En forma general: 217 — 5y +11 =0 


Punto medio del lado AC: 


8+2 14+3 A 
o( 3 )- 66.2) 


Vector: 


OB=(6-5,9 
Mediana: 


Para calcular el baricentro resolvemos el sistema formado por dos de las medianas: 

27 —5y+11=0 

y =13- 33 

Por sustitució 

2x — 5(Ta — 

Despejando: 
16 


q = 


3)+11=0 


»: MM 13 

y=1.7-8=>3 
E 5) 

El baricentro: 1 3" 3 


2) Ecuaciones de las mediatrices y coordenadas del circuncentro 
Mediatriz: recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio 
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Los puntos medios M, N y O ya los hemos calculado. Calculamos los vectores de los lados para 
sacar la pendiente de la perpendicular. 
Vector: 
AB =(6-2,9- 3) =(4,6) 
Pendiente: 

6 3 


Pendiente de la perpendicular: 
2 


m= 


mp =-3 
Mediatriz: 


y-6=-3(x-4) 


Vector: 
Ad = (8 — 2,13) = (6,-2) 


Pendiente: 


PERSAS 

Pendiente de la perpendicular: 
my =3 

Mediatriz: 


BÉ = (86,19) = (2,-8) 
Pendiente: 


m=-=>—=-4 


Pendiente de la perpendicular: 
54 


m=3 
Mediatriz: 


y-5=H0-1) 


Para calcular el circuncentro resolvemos el sistema formado por dos de las mediatrices 
y-2=3( - 5) 
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y-5=3(0- 7) 
Despejamos y en la primera y sustituimos en la segunda: 
4(37— 13) -20==-—7 

65 52 


z 


aa; UA 

G =) 
El circuncentro: A 11' 11 
3) Ecuaciones de las alturas y coordenadas del ortocentro 
Altura: recta perpendicular a un lado que pasa por el vértice opuesto 


En el apartado anterior ya hemos calculado la pendiente de las rectas perpendiculares a los 
lados por lo que directamente, podemos escribir las ecuaciones de las alturas: 
Altura respecto al lado AB: recta perpendicular al lado AB que pasa por C (8, 1): 


2 

3(«-8) 

Altura respecto al lado AC: recta perpendicular al lado AC que pasa por B (6, 9): 4 — 9 = 3(1 — 6) 
1 


(x—2) 


y-1= 


Altura respecto al lado BC: recta perpendicular al lado BC que pasa por A (2, 3): ” 
El ortocentro de calcula mediante la intersección de dos de las alturas: 
y—9=3(2— 6) 
1 

y-3= ql 22) 
Despejamos y en la primera y sustituimos en la segunda: y = 31 — 9; 
4(31 — 9) -12-1+2=0 

46 


z 


a _39 
dar 


(111) 
El ortocentro: N 11" 11 


y Recuerda que: 


La mediatriz del segmento de extremos A (as, a2) y B (bx, b2) viene dada por: 
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L 


Y 


Ejercicio 7 


Ejercicios de la Línea Recta 


L 


. Los tres lados de un triángulo son las rectas 4x «y -7=0, x + 3y -31=0 y x + By -7=0. 


En el triángulo cuyos vértices son los puntos: A(-6, 2), B(5, 6) y C(10, -5) Obtener: 
a), La ecuación general de la recta que pasa por el vértice C y es paralela al lado AB. 
b) La ecuación general de la altura que va del vértice A al lado BC. 
e) La ecuación general de la mediana que va del vértice B al lado AC. 
d) La ecuación general del lado BC. 
e) La ecuación general de la mediatriz del lado AB. 


Obtener: 
a) El punto de intersección de las alturas (Ortocentro) 
b) El punto de intersección de las mediatrices (Cireuncentro) 
c) Elárea 
Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento de extremos: A (1, 1) y B(-1, 3). 
R.4x-4y+8=0 
Calcular la distancia del punto (4, 1) a la recta 3x - 4y +2 =0 
Calcular la distancia del punto (-2, 6) a la recta 3x + 4y + 10=0 
Determinar la distancia que existe entre las rectas paralelas x - 3y - 3=0 y x - 3y - 4=0 
En el triángulo cuyos vértices son los puntos A (-1, 2), B (2, 5) y C (3, -1) obtenga la longitud 
de la altura que va del vértice A al lado BC, así como su área. 
Obtenga la distancia del punto (2, 3) a la recta x/2 + y/3= 1 
La distancia de la recta 4x - 3y + 1 = O al punto P(x, 3) es de 4 unidades, obtener la 
abscisa del punto. 


10) Dibuje un triángulo grande en una cartulina flexible de 40 x 60 cm y trace con escuadras, 


regla y compás los puntos y rectas notables de ese triángulo. Dibuje en él la Recta de 
Euler. Utilice diferentes y colores y haga su simbología. 
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CÓNICAS 
El primer matemático que inició el estudio de las ; 
cónicas fue Apolonio de Perga (262 - 190 a.C), 
que enseñó matemáticas en las universidades de 
Alejandría y Pérgamo. Su estudio lo plasmó en su 
tratado “Cónicas”, que constaba de ocho libros. 
Cuatro de ellos se conservan originales, otros tres 
gracias a la traducción al árabe llevada a cabo por 
Thabit ibn Qurra, habiendo desaparecido el 
octavo. En 1710, Edmund Halley, el astrónomo, 
publicó una traducción de los siete libros 
conocidos en latín. 


Parábola 
Hipérbola 


Se llaman secciones cónicas a las secciones 
producidas en una superficie cónica de 
revolución por un plano que no pase por el 
vértice. 


La importancia de las cónicas radica en su aplicación al estudio del movimiento de los planetas, 
debido a que estos siguen órbitas elípticas, en uno de cuyos focos se encuentra el Sol, 
característica utilizada por Kepler en su estudio sobre los planetas y por Newton en Ley de 
Gravitación Universal. 


Otra aplicación de las cónicas es al estudio de los movimientos de los proyectiles, tiro horizontal 
y parabólico. Asimismo, se utilizan las propiedades de las cónicas para la construcción de 
antenas y radares, sabiendo que cualquier onda que incide sobre una superficie parabólica, se 
refleja pasando por el foco. 


Si el plano que corta a la | Si inclinamos el plano de | Si continuamos inclinando | Si inclínamos aún más el 
superficie cónica es per- | modo que sea oblicuo con | el plano de modo que sea | plano, de modo que sea 
pendicular al eje, la sección | el eje y corte a todas las | oblicuo con el eje y que | paralelo a dos generatri 


es una circunferencia. generatrices, la sección es | sea paralelo a una genera- | ces, resulta una curva con 
una elipse, triz, resulta una parábola. | dos ramas llamada hipér- 
bola, 


Si el plano es paralelo a una sola generatriz, la curva obtenida ya no es cerrada, está en una 
de las hojas del cono, consta de una sola rama y se llama parábola. 

<Si el plano corta todas las generatrices, la sección producida se llama elipse. 

Si además, el plano es perpendicular al eje del cono, la sección obtenida es una circunferencia. 
Si el plano es paralelo a dos generatrices, entonces corta a las dos hojas del cono en una curva 
abierta formada por dos ramas separadas, llamada hipérbola. 
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Desde este punto de vista, pueden establecerse los elementos notables tales como: centro, ejes, 
focos, directrices,.... y estudiar las propiedades métricas. Sin embargo se va a partir en este libro 
de definiciones basadas en propiedades métricas, y a partir de ahí se hallarán sus ecuaciones 
en un sistema cartesiano. 


IX LA CIRCUNFERENCIA: 


Definición: Es el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que su distancia a un punto fijo, 
llamado centro, es constante. A esta distancia se le denomina radio de la circunferencia. 


9.1 Ecuación de la circunferencia con centro C(0, 0) en el origen y radio 
conocido r 


Centro 
(e) 


Por el Teorema de Pitágoras se cumple que x? + y? = 1? y esta es la ecuación de la circunferencia 
con centro en el origen. 
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Por Ejemplo, si el centro de la circunferencia es C(O, 0) y el radio vale 13, entonces su ecuación 
es: 


2 +y2= 132 
x2+y2= 169 


9.2 Ecuación de la circunferencia con centro C(h, k) y radio conocido r 
Para deducir la ecuación de la circunferencia, hacemos uso de la siguiente figura. 


0) 


Contra 
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Sea P (x, y) un punto cualquiera de la circunferencia con centro en (», x)y radio igual a r. 
Usando la fórmula de la distancia entre dos puntos tenemos: 


r=. (xP +(y 


k) 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad nos queda: 


GN 0 


Ecuación carteslana o canónica de la circunferencia 


Donde: 


r= Radio de la circunferencia 


(h,k) = Centro de la circunferencia 


La posición y tamaño de la circunferencia depende de las tres constantes arbitrarias h, 
k y r. 


ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA 


Con centro en el origen del plano C(0,0) Con centro fuera del origen del plano C(h, k) 
Ordinaria: General: Ordinaria: General: 
Ary FO | (xa +(y-kY 4 y +Dx+Ey+F=0 


y 


Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto (2, -1) y radio 3. 


Escribimos la ecuación (x - 2)? + (y + 1)2=32 


Desarrollando los binomios: — x2-4x+4+y2+2y+1=9 
Ordenando e igualando a cero: x2+y2 - 4x+2y+5-9=0 
La ecuación general es: R+y-4x+2y-4=0 


ea yrpo 
Punto 
> A=(22) 
Co(21 
Segmento 
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Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto A (-7/2, 8/3) y 


radio 6. 
Escribimos la ecuación (x + 7/2)? + (y - 8/3)2 = 62 
Desarrollando los binomios: — x2+7x+ 49/4 + y? - 16/3 y + 64/9 =36 
Ordenando e igualando a cero: x? + y2+7x - 16/3 y + 49/4 +64/9-36=0 
+Multiplicando por el producto de los denominadores 4(9) = 36: 

36x2 + 36y2 + 252 x - 192 y + 441+ 256 - 1296 =0 


<La ecuación general es: 36x? + 36y? + 252 x - 192 y -599=0 


Cénica 
O co (x+35)+ (y -2.6667)'=36 
Punto 

e A=(3.5003, 9.6667] 


La 


Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto (9/5, - 7/4) y 


radio 4. 
<>Escribimos la ecuación (x- 9/5)? + (y + 7/4)2= 42 
Desarrollando los binomios: — x2- 18/5x+ 81/25 + y2+7/2y+ 49/16 = 16 
Ordenando e igualando a cero: x2+ y? - 18/5 x+ 7/2 y + 81/25 + 49/16-16=0 
+Multiplicando por el producto de los denominadores 25(16) = 400: 

400x? + 400y? - 1440 x + 1400 y + 1296 + 1225 - 6400=0 


La ecuación general es: 400x? + 400y? - 1440 x + 1400 y - 3879 = 0 


Cónca 

. Oi ta rely rTor= 10 
Puno 

2 A=(17972,225| 

e ce(13,175) 

Segmento 

2... 
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9.3 Ecuación general de la circunferencia 


Si desarrollamos la ecuación anterior y agrupamos los términos semejantes, tenemos: 


lla lO + y? 2h y + 


y 2 y lA 0 
Haciendo: 

D=-—2h 

E=-2k 

F=b+— ro 


x+ y + Dx + Ey+4F=0 Forma general de la ecuación de la circunferencia 


9.3.1 Conocida la ecuación general de la circunferencia obtener las 
coordenadas del centro y el radio 
Dada la ecuación de la circunferencia en su forma general: 
+ y + De Ey 4 F=0 
¿Cómo encontramos el centro (h, k) y el radio “r” de la circunferencia? 


Para dar respuesta satisfactoria a la pregunta, es necesario transformar la ecuación general 
a su forma cartesiana, por medio del método de completar cuadrados perfectos. 


x+ y + Dx + Ey F=0 


F 


x?+Dx+ y? + Ey 


(e Doy + Ey) =—F 
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7 DOS ER-AF 
4 


2 


IDR ESAF DOS E?AF 
4! = 
W 


Por lo tanto: 


El centro de la circunferencia: 


El radio de la circunferencia: 


Ejemplo. Determine las coordenadas del centro O y la longitud r del radio de la circunferencia 
cuya ecuación es; x? + y? — 4x— 6y+3=0, 
Solución: 


Gráficamente: 
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Si evaluamos el signo de D2 + E2 - 4F, podemos saber si la ecuación antes dada se corresponde 
0 no con una circunferencia: 


si D?+E?-4F>0 es una circunferencia real 
si D?+E? -4F<0—es una circunferencia imaginaria 
Si D'*+E? -4F=0>es un punto 


9.4 'cunferencia que pasa por tres puntos 

Escribimos la ecuación de la circunferencia en su forma desarrollada, que viene dada en función 
de D, E y F. Sustituyendo en esta ecuación los valores de x e y de cada uno de los tres puntos 
por donde pasa, se obtiene un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, que se resuelve 
con cualquier método conocido, para hallar los valores de D, E y F y a partir de ellos, se pueden 
calcular su centro y su radio, que son los dos elementos necesarios para que una circunferencia 
quede definida. 


A (x,.y,) 


ay i+Dr+Ey+F=0 


Ejemplo: Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos: 
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B(25) 


C(43) 


SOLUCION: 


1. Como los tres puntos están sobre la circunferencia, deben satisfacer la ecuación general 


de la circunferencia. 


xy + Dx Ey + F=0 
2. Se sustituye el punto A (1,1) en la ecuación general de la circunferencia. 


xy + Dx + Ey F=0 
M+0+D(M+EM+F=0 
I+I+D+E+F=0 
2+D+E+F=0 


Ecuación (1) 


3. Se sustituye el punto B (-2,5) en la ecuación general de la circunferencia. 
xi yo Dx Ey + F=0 


(Y +5) + D(2)+ E(5)+F=0 
44+25-2D+5E+F=0 
29-2D+5E+F=0 


-2D+5E+F =-29. Ecuación (2) 


4. Se sustituye el punto C (4,3) en la ecuación general de la circunferencia. 


xy + Dx + Ey + F=0 


(4) +(3)7 + D(4) + E(3)+F =0 
16+9+4D+3E+F=0 
25+4D+3E+F=0 


AD+3E+F=- 
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5. Resumen de ecuaciones. 


Para resolver este sistema de ecuaciones, se puede utilizar el método de sustitución o por 
determinantes. 

6. Para resolver este sistema de ecuaciones con tres incógnitas (sistema de 3x3), utilizando 
el método de determinantes, se hace lo siguiente: 


a) Se escribe el determinante del sistema “A”, con los coeficientes de D, E, y F. 


DOE OF 

1 1 1 
A= 2 5 1 
A=l4 3 1 


Para hallar el valor del determinante “A” se repiten las dos primeras columnas al final. 


D E F D E PRODUCTOS 


MA) 
5 20 
A= 5 4 3 
6 2 


b) Se escribe el determinante del sistema “Ap”, en este determinante se remplaza la 
columna de coeficientes de “D” por los términos constantes de (-2, -29, -25) del sistema 
de ecuaciones. 
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TC E F 
A 2 1 
pHA2 5 
25 3 


Para hallar el valor del determinante “Ap” se repiten loa dos primeras columnas al final. 


TC E F TC E PRODUCTOS 


Al) 7 
A -10 -125 
-25 6 
D -87 -29 
-122  -160 


c) Se escribe el determinante del sistema “Ag”, en este determinante se remplaza la 
columna de coeficientes de “E” por los términos constantes de (2, -29, -25) del sistema 
de ecuaciones. 


TO F 
2 


D 
A 1 1 
E 2|-29 1 
4.25 1 


Para hallar el valor del determinante “Ag” se repiten loa dos primeras columnas al final. 


D TC F D TC PRODUCTOS 


Al 0 
A -29 -116 
= -29 8 -25 
E --] 50 4 
13-137 


Az =1M0 701 
Aj = 150 
d) Se escribe el determinante del sistema “Af”, en este determinante se remplaza la columna 


de coeficientes de “F” por los términos constantes de (-2, -29, -25) del sistema de 
ecuaciones. 
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D E TC 

A 1Jija 
F 2| 5 |-29 
4|3|-25 


D E TC D E PRODUCTOS 
Mi) 
A Y -125 40 
24 116 -87 
E 12 50 
-229 -77 
=[ Me) - 0] 
F = -152 


7. Resumen de los determinantes. 


9. Sustituyendo los valores de D, E y F en la ecuación general de la circunferencia. 


+ y + Dx Ey + F=0 
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19x 25y 76 
FLIA 


9x7 +9y? -19x—75y+76 _ 
9 
9x7 +9y? —19x—75 y +76 =0(9) 


9x* +9y? —19x—75y+76=0 ECUACIÓN DE LA CIRCUNFERENCIA 


El centro de la circunferencia: 


El radio de la circunferencia: 


Por lo tanto: 
El centro de la circunferencia: 
19 _25 


Cónica 


(4,3) 
e C,= (1.0566, 4.1667) 


Segmento 
O r=3:672 


A 


Ejemplo. Determine la ecuación de la circunferencia que contiene a los puntos: B (3, 2), C (2, 4) 
yA(=1, 1). 
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La ecuación de una circunferencia tiene la forma Ap + y?) + Dx + Ey+F=0, 
La cual puede ser representada también por: 12 + y2+ D'x + Ey + F'= 
Para que dicha circunferencia contenga a todos los puntos dados, estos han de verificar la 


ecuación: 


Resolviendo este Sistema de Ecuaciones Lineales de tres ecuaciones con tres incógnitas, se 
obtiene: 
D'=- 5/3, E' =- 13/3 


2/3 


Por lo tanto: 
El centro de la circunferencia: 
3 
3 
c+ 
El radio de la circunferencia: 
CAE 


r= 


Gráficamente: 


e 12173 


Cónica 
9 de (x-0.8339) + (y -2:1687)'=4,7222 


Construcción de una circunferencia con tres puntos 


TT 
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Bastan tres puntos para definir una circunferencia. Estos tres puntos permiten determinar el 
centro y el radio. 
1. Se construyen los segmentos AB y BC 
2. Se trazan las mediatrices m y n de AB y BC respectivamente. 
3. El punto de corte O de m y n cumple la propiedad de estar a la misma distancia de los 
tres puntos A, B y C. (Propiedad de la mediatriz). 
4. El punto O es el centro de la circunferencia y el radio r = distancia OA = distancia OB = 
distancia OC. 


Ejemplo: Trazar la circunferencia que pasa por los 3 puntos siguientes: 


Solución: Usando el Geogebra y realizando los trazos especificados por el procedimiento anterior, 
se obtiene: 


e B=(2,5) 


(0 Centro =(1.06, 417) 


E-(18 


ce c=(4,3) 


Cónica 
0 c:(x-1.06P +(y-4,17)=10.03 


9.5 Ecuación de la recta tangente a una circunferencia 

Un punto P puede pertenecer o no a la circunferencia, por lo tanto, se pueden dar las siguientes 

situaciones: 

+ Siel punto P pertenece a la circunferencia, existe una recta tangente. El radio es perpendicular 

a esta recta en dicho punto. 

+ Si el punto P es exterior al círculo, existen dos rectas tangentes. El centro del círculo equidista 

de dichas rectas en los puntos de tangencia. 

+ Si el punto P es interior al círculo, no existe la posibilidad de definir una recta tangente. 
Ejemplo: Determine la ecuación de la circunferencia que tiene centro en el punto C (3, 4) y es 

tangente a la recta x - 2y+3=0. 
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Solución: 
La longitud del radio es la distancia desde el centro de la circunferencia C a la recta tangente 
especificada: — r=d(C,L) 


Ea 
5 c:(x-3)'+(y - 4) =0.8001 


Gráficamente: 


Quo 
9 Ariza 32142) 


Ejemplo. Determine la ecuación de la recta tangente a la circunferencia: x? + y? — 2x + 3y - 18 
= 0 en el punto (2, 3): 

Se ha de encontrar la ecuación de una recta que contenga a (2, 3) y sea perpendicular al radio 
que contiene a este punto. 

Centro de la circunferencia: 


C (- D/2, - E/2) = C (1, - 3/2) 
La recta que contiene al radio, contiene a los puntos (2, 3) y (1, - 3/2), y su pendiente es: 


La pendiente de la recta tangente es perpendicular al segmento anterior, por lo tanto es 
recíproca y de signo contario a la anterior, esto es: 


La ecuación punto-pendiente de la recta tangente es: y - 3 =- 2/9 (x- 2) 
Multiplicando por 9 queda: 
9y -27=-2x+4 
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Igualando a cero: 
2x+9y-31=0 


Cónica 


O cx IP + (y +1.89=21.25 


Recta 
O 2x+oy=31 
Segmento 
8 e 1=461 


9.6 Conocido el centro y una recta tangente 
La distancia del centro a la recta tangente es el radio. 


Ejemplo: Halla la circunferencia de centro (2, - 3) y que tiene como recta tangente 4y + 3x - 4 = 
o. 


+Distancia del centro a la recta: 
[4(3)+3(2)-4 _10 

Vr? 5 
<>Ecuación: 
(2)? + (y + 332 = 22 
Desarrollando los binomios al cuadrado, se tiene: 
R-dx+4+y2+6y+9=4 
R+y?-Ax+6y+4+9-4=0 
2 +y2-4x+ 6y+9=0 


A(C,r)= 


Ejemplo. Una circunferencia de centro el punto (5,2) es tangente a la recta x+3y+15=0. Hallar 
su ecuación en la forma general. 


Solución: 

El radio se puede obtener con la distancia del centro a la tangente: 
10 +61) +15 _ 26 
A VEF3 10 

La ecuación queda: (x — 5)? + (y - 2 == 

Realizando operaciones indicadas: 5x? + sy — 50x-— 20y-193=0 
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9.7 Cálculo de la recta tangente a una circunferencia 

Sea x? + y? + Ax + By + C=0 la ecuación de una circunferencia e y - b= m (x - a) la ecuación 
de una recta que pasa por el punto P (a, b), estas dos figuras serán tangentes si el sistema 
formado por ambas ecuaciones tiene una sola solución. 


Para hallar la ecuación de la recta tangente, despejamos “y” en la ecuación de la recta y 
sustituimos en la ecuación de la circunferencia, obteniendo una ecuación de segundo grado en 


x”. Como la recta debe ser tangente, el discriminante de esta ecuación es nulo, obteniéndose 
de esta forma el valor de “m”. 


Si obtenemos un sólo valor para “m” el punto es de la circunferencia y si obtenemos dos valores 
de “m”, el punto es exterior y hay dos rectas tangentes. 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta tangente a la circunferencia x?+y? - 1= O, trazada desde 
el punto (4, 0) 


<Haz de rectas de vértice (4, 0): y - O=m(x- 4) > y=mx- 4m 
y = mx+4m 


+Sistema de ecuaciones /, 2 
*+y-1=0 


+Sustituyendo en la segunda ecuación: x? + (mx+4m)? - 1 =0, agrupando términos obtenemos: 
(m2+1)? + 8mx +16m? - 1 = 0, hacemos el discriminante cero y tenemos: (8m) 2 - 4(m2+1) 


=> 14485 
E 


(16m21) = O, de aquí obtenemos los valores de “m”. 


<Ecuación de las tangentes: y = + («- 4) 


1+ /65 
2 

9.8 Conocidos los vértices del diámetro de la circunferencia 

Se calcula el punto medio del segmento, que será el centro de la circunferencia y posteriormente 

el radio, como la distancia del centro a cualquiera de los vértices del diámetro. 


Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene un diámetro de extremos A (1, 3) y B (- 


1,1). 
11 341 
—,|=(0,2) 

decias e ) 

Radio: r2=(1- 0)2+ (3 - 2)2 

r=V(1+1)=v2 


<> Ecuación: (x - 0)2 + (y - 2)2= (12)2 
Desarrollando los binomios al cuadrado, se tiene: 
R+y2-4y+4=2 

x2+y2-4y+4- 
R+y-dy+2=0 


9.10 La ecuación general de la circunferencia 

La ecuación general de las cónicas incluyendo a la circunferencia es la siguiente: 
Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx +Ey +F=0 

En la cual los coeficientes A, B y C no son todos cero. 
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El término Bxy es para cónicas con eje oblicuo y diagonal, las cuales no son estudiadas en este 
libro, porque sólo estudiamos cónicas con eje horizontal o eje vertical. Por lo tanto, consideramos 
que B= 0 y la ecuación general se reduce a: 

AO + Cy? + Dx +Ey +F=0 
Esta ecuación representa a las cuatro cónicas que son: la circunferencia, la parábola, la elipse y 
la hipérbola, que se pueden describir como las curvas que se generan al intersectarse un plano 
con un cono circular. 


Para la circunferencia se cumplen las siguientes condiciones: 

* Primera. Una ecuación con dos variables de segundo grado representa una 
circunferencia si los coeficientes A de x? y C de y? son iguales y del mismo signo. 

+ Segunda. Si la ecuación contiene términos de primer grado x e y, el centro está fuera 
del origen. Si la ecuación carece de uno de los términos de primer grado, el centro 
está sobre el eje del sistema de nombre distinto al término faltante. 

e Tercera. Si la ecuación no tiene término independiente F, la circunferencia pasa por 
el origen. 


Por lo que se refiere a determinar el centro y el radio a partir de la ecuación desarrollada, lo 
lograremos si la llevamos a la forma común o canónica en la que intervienen binomios al 
cuadrado y a la que se llega completando trinomios cuadrados perfectos en x e y, como se 
muestra en los Ejemplos siguientes: 


Ejemplo. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 
9x2 + 9y? - 12 x + 36 y - 104 =0. Trazar la circunferencia. 
SOLUCIÓN: 
Dividiendo entre A = 9 toda la ecuación y separando las x de las y, queda: 
x2- 4/3 x + y? +4 y-104/9 =0 
Completando trinomios cuadrados perfectos en x e y, para esto sumando y restando la 
mitad al cuadrado de los coeficientes de x e y, se tiene: 
x2 4/3 x + (2/3)? + y? +4 y + (2)? 104/9 - (2/3)? - (2)? =0 
x- 4/3 x + 4/9 + y? +4 y+4-104/9 -4/9-4=0 
Se forman dos trinomios uno en x y otro en y, ambos se reducen a binomios al cuadrado 
con el signo del coeficiente de x y de y, los valores que acompañan a x e y son los que están 
entre paréntesis al cuadrado, esto es: 
(x 2/3)? + (y + 2)? = 16 
Comparando con la ecuación canónica, se observa: 
(x—hJ? + (y - kJ? = 132 
Que — h = - 2/3 y — k = +2, por lo tanto, los valores quedan con signo contrario: 
C (h, k) = C (2/3, - 2) Centro de la circunferencia. 
También, —1r?=16, 
r = 4(16) = 4 Radio de la circunferencia. 
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Cénica 
Oc: (x- 0.6067) +(y +2) =16 | 


Ejemplo. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 
36x? + 36y? + 24 x + 72 y - 144 =0. Trazar la circunferencia. 
SOLUCIÓN: 
Dividiendo entre A = 36 toda la ecuación y separando las x de las y, queda: 
Xx 2/83x + y? +2y-4=0 
Completando trinomios cuadrados perfectos en x e y, para esto sumando y restando la mitad 
al cuadrado de los coeficientes de x e y, se tiene: 
24 2/3 x + (1/32 + y? +2 y + (1)2-4- (1/3)? - (1)2=0 
x+2/3x+1/9+ y? +2y+1-4-1/9-1=0 
Se forman dos trinomios uno en x y otro en y, ambos se reducen a binomios al cuadrado 
con el signo del coeficiente de x y de y, los valores que acompañan a x e y son los que están 
entre paréntesis al cuadrado, esto es: 
(+ 1/3)? + (y + 1)2=46/9 
Comparando con la ecuación canónica, se observa: 
(x—hJ2 + (y - kJ? = 13? 
Que — h = + 1/3 y —k = +1, por lo tanto, los valores quedan con signo contrario: 
C (h, k) =C (- 1/3, - 1) Centro de la circunferencia. 
También, — r?=46/9, 
r = v(46/9) = 2.2608 Radio de la circunferencia. 
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e C=(.0.3333,-1) 


Segmento 
40 1=2.2608 


Cónica 
O xr 03339 yr 151111 
a 


Ejemplo. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 
16x? + 16y? + 24 x - 72 y - 310 =0. Trazar la circunferencia. 
SOLUCIÓN: 
Dividiendo entre A = 16 toda la ecuación y separando las x de las y, queda: 
Xé+ 3/2 x + y? - 9/2 y - 155/8 = 0 
Completando trinomios cuadrados perfectos en x e y, para esto sumando y restando la mitad 
al cuadrado de los coeficientes de x e y, se tiene: 
x2+ 3/2 x + (3/4)? + y? - 9/2 y + (9/4)? — 155/8 - (3/4)? - (9/4)? = 0 
x2+ 3/2 x + 9/16 + y? - 9/2 y + 81/16 — 155/8 — 9/16 - 81/16 =0 
Se forman dos trinomios uno en x y otro en y, ambos se reducen a binomios al cuadrado 
con el signo del coeficiente de x y de y, los valores que acompañan a x e y son los que están 
entre paréntesis al cuadrado, esto es: 
(x + 3/4)? + (y — 9/4)? = 25 
Comparando con la ecuación canónica, se observa: 
(«—hJ2+ (y - k)2= 10? 
Que — h = + 3/4 y —k = - 9/4, por lo tanto, los valores quedan con signo contrario: 
C (h, k) =C (- 3/4, 9/4) Centro de la circunferencia. 
También, —1?=25, 
r= (25) = 5 Radio de la circunferencia. 
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Punto | 


0 A=(3.9417, 3.9785) Cónica | 
e C=(-0.75, 2.25) O c:(x+ 0.75) +(y-2.25)=25 
Segmento. 8 

er=5 


Otro procedimiento: 

1) Agrupamos términos y pasamos el término independiente al otro lado 

2) Completamos trinomios y lo que sumemos en el lado izquierdo (para completar), lo sumamos 
También en lado derecho. 


3) Entonces nos quedará de la forma ( 
su radio. 


ey t Y > 


2 y podremos determinar su centro y 
Ejemplo: Graficar la ecuación ,” + y" +6x+18y+65=0 

(e +61 +9)+ (y? +18 y +81) 
(1+3) +(9+9) =25 
C(-3.-9) r=4/25=5 


5+9+81 
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a) 4x7 +4y?-12x+20y 
Dividiendo todo entre 4 y Completand o los TCPs : 


Cénica 
o clara (y +9 =25 
Parto, 

9 A=(3,0035, 4) 

e c=(3,9) 

Segmento 

1.5 


Cónica 
O lis y+25r=9 


9,2% 
+2 7 
244 
.5029,05) 
e C=(15,25) 
Segmento 
e 
b) 4x7 +4y?+28x-8y+53=0 
Did 53 
C+y + 7x-2y +2 =0 
2 3 
(e era) 
4) Y 4044 


(+2) +0-0 o 


43 


0 La circunferencia es un punto. 
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€) 16x7 +16y"-64x +8y+177=0 


ac 177 

X+y a+ 0 
16 

(é4x+4)+ ya 
216) 16 16 


(y +++) 


r=w/-7 No existe circunferencia real 


Ejemplo. El centro de una circunferencia de radio 7 está sobre la intersección de las rectas x -3y 
+ 4=0, 2x + 5y - 14 =0. Hallar su ecuación. 


Solución: Haciendo simultáneas las ecuaciones de las rectas y resolviendo el sistema por 
cualquier método, se obtiene el centro: C (2, 2). De esta forma la ecuación queda como: 
GO = 1? 
(1-2)? + (y -2)? = 49 
Sila desarrollamos queda: x2 - 4x + 4 + y2-4y+4-49=0 
e +y?- 4x-dy+8-49=0 
xe+ y? 4x-4y - 41=0 


Reca 
e fx-dy=4 
o g2x+by=14 


Cartio 


Puto 
e Centro=(2,2) 
e P=(854,421) 


Cónica 
O car (y-29= 49 


9.11 Posición relativa de un punto respecto de una circunferencia 

La circunferencia divide al plano en dos regiones. Una de ellas es convexa y acotada y la otra no. 
La primera es interior a la circunferencia y la segunda exterior. El borde o frontera común a 
ambas regiones es la circunferencia. Podemos abordar este problema desde dos puntos de vista: 
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1er. Método 


El punto P(Xo, yo) será 


2" método 


El punto P(Xo, Yo) será: 


Ejemplo: Hallar la posición relativa de los puntos A (O, 2); B (0, -1) y D (1, -1).respecto a la 
circunferencia: x2 + y? - 4x + 2y +1=0. 
Centro: (2,-1) y radio: 2 


<+1Ler. Método: 
Posición de A > d(C, A) = (2-0) +(-1+2)? >2 es exterior 


Posición de B> d(C, B) = (2-0)? +(-1+1P =2 es de la circunferencia, 
Posición de D> d(C, D) = í2-1? +(-141P < 2 es interior 


+2". Método: 

Posición de A > 02+ 22- 4-0 + 2-2 + 1>0 es exterior 

Posición de B > 02+ (-1)?- 4-0 + 2-(-1) + 1=0 es de la circunferencia 
Posición de C > 12+ (-1)?- 4-1 + 2:(-1) + 1< 0 es interior 


Ejemplos adicionales de Circunferencia 


Le 3)" +y +2J=2s 


ecuación de A cuunferencia 


en_su forma ordinario. 
TIRTERTERS 


ecuación de la 
circunferencia en su forma 
general 


(ie o ex ty- 12=0 
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Por Ejemplo, si el centro de la CIRCUNFERENCIA es (6, 4) y uno de sus puntos es (4, 3). 
Determinar el radio (1). 


(e (y dr 
centro = (6, 4) 
punto (4, 3) 


(4-60 + (3-4) = 5? 
(CA 
4+1 


Ejemplo, si el centro de la CIRCUNFERENCIA es (6, 7) y su radio es 3. Hallar la ecuación de la 
circunferencia en su forma general. En este caso h=6, k=7 y r = 3. Sustituyendo valores en la 
ecuación ordinaria de la circunferencia. 


(6) +(y-7) =GY 
Desarrollando los binomios: 


x —12x+36+ y” —14y+49=9 


x + y —12x-14y+36+49-9=0 

2x4 y? -12x—14y+76=0 

c) Hallar la ecuación de la ' 
circunferencia cuyos extremos de su (x-0) +». 


diámetro son los puntos A(2,3) y B(- 


2 2 5 
20) E 


x*+y?*+3y-4=0 


seas 


Sea 
cone 
Sano (0015 


2 
3 
Cono ) 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS() ANTUNEZBOOK 2 


d) Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo radio es 2 y es tangente a x=2, comoa y= 
y está en el primer cuadrante. 


_ IG) +00)-2 
P+o 


ap) a 
—8x+16+ y? -2y+1-4=0 
d+ y? -8x-2y+13=0 


24+2=4 


00) +1)+1 
041 
y+1 


y=1 


Cómico 
OA 


sado 
Segmento 
e rado=2 


puro 
Ai) 
e Cono =(4,1) 


Ejemplo. Una mezquita tiene una (25) 224 y? 
entrada “de cerradura” formada x un 

rectángulo rematada x un circulo. 6:25= 
Deduce una ecuación del círculo que 
tenga esa posición respecto a los 
ejes. 
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:Jemplo, Hallar la ecuación, centro y radio de la circunferencia que 
pasa por los puntos (-6,8), (2,2) y cuyo centro está sobre la recta 


NA Solución: 
Ú Si el centro (h,k) está sobre 2x + y - 1 = 
O entonces, (h, k) satisface la ecuación 
de la recta: 


2h+ k-1=0 (1 


y 
Como la circunferencia pasa por los puntos P(-6,8) y P'(2,2), entonces estos 


puntos satisfacen la ecuación de la circunferencia: (x - h)? + (y - k)? = 1? 
Para P;(-6,8) (6-h)? + (8-k)? = 12 (2) 
Para Pa(2,2) (2 - h)2 + (2k)?= 02 (8) 


Igualando 2 y 3 queda (-6-hP? + (8-kP = (2-h)? + (2-k)? 


Ejemplo: encontrar la ecuación de la circunferencia Tangente al eje Y, pasa por el punto P (7, 9) 
y tiene su centro sobre la recta x - y + 1 =0. 

Si el centro de la circunferencia está en la recta x - y + 1 ese centro tendrá una coordenadas de 
la forma C (y-1, y) 

El radio de esa circunferencia será igual a: La distancia del centro al eje OY. Es decir, la 
coordenada x del centro -> y - 1 

La distancia del centro al punto P (7, 9) 

De esta igualdad sale la ecuación que nos resolverá el problema: 


y-1 + (y — 9)? =y-1 
16y +64 + y? — 18y + 81 = y? — 2y+1 
y —32y + 144 =0 
La resolvemos y obtenemos dos soluciones para el centro, Centro, y Centro»: 
y=16-4y47>x=15-4y7 
y=16+447>x=15+4y7 


Centros (4.42, 5.42) y Centro? (25.58, 26.58) 


El radio de cada una será la coordenada x de sus respectivos centros, sería radios y radioz: 
+(y-16+4y 


ale 154 YT)? + (y — 16-447 


radio, = 4.42 y radio, = 25.58 


113 
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(c- 25.58) + (y - 26.58) = 654.49 
50 
1 a 
40 


3 


ae 


e Centro, 


raid, 4 
Segmento 

e radio, =4.42 
e radio, = 25.58 


«| No p=9 


10 Punto 


e Centro, =(4.42, 5:42) 


Cónica. 
O c:lx-442P + (y -542=19.51 


Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia x2 + y? - 12x + 10y - 
11 = 0 y que son paralelas a la recta cuya ecuación es: x + y +4=0. 


La familia de rectas que son paralelas a la recta x + y + 4 =0, tiene la forma: x + y +k=0. 
Si despejamos y de esta última ecuación, se obtiene: y =-x - k 


Para que las rectas sean tangentes a la circunferencia x? + y? - 12x + 10y - 11 =0, el sistema 
formado por ambas ecuaciones deberá tener una única solución, por lo tanto, el valor despejado 
de y lo sustituimos en la ecuación general de la circunferencia y realizamos las operaciones 
indicadas. Esto es: 
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(oa) 120 +10(>kx)-11=0 > 22410 4x2? +20 122 -10k-10:-11=0 => 
= 2%? +(2k-22)x +k? -10k-11=0 


Para que esta ecuación de segundo grado tenga una única solución es necesario que su discriminante sea nulo 


es decir 
(2-22) 4.2 10k11)=0 => kl+2k-143=0 = 
k¡ =11 
> po 24118 
el ko =-13 


Luego las rectas que quedan son x+y+I1=0 y x+y-13=0 


D=(6,348) 


/ Ejercicio 8 
EJERCICIOS PROPUESTOS DE CIRCUNFERENCIA 
1) hallar la ecuación de la circunferencia en su forma canónica y general con centro y radio 
indicados. 


a) 1. (1,3) r=2 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS()  ANTUNEZBOOK 2 


b) 2. (4,8) r=9 
c) (1/2,4) 
d) (2,0) 
e) (0,5) 


2) En las siguientes ecuaciones determinar las coordenadas del centro y el radio de las 
circunferencias utilizando el método de completar cuadrados, comprobarlas y graficarlas. 


a) 

b) 

0 +> 

d) —10y+1=0 

e)? —42x—290 y +141 =0 

1 »y*-26x-2y+45=0 

8) —98x — 142 y +737 =0 
h) +48x — 60 y +186 =0 


3.- Halla el centro y el radio de la circunferencia x?+y?-8x+4y-13 = 0. 
R.C(0,-2).0= J17 


4.- Halla el centro y el radio de la circunferencia 2x2+2y28x-4y-8 = 0. 
R.C(2,1).r=1. 


5. Indica cuales de las siguientes ecuaciones se corresponden con una circunferencia: 
2Hy213 =0, 

PAY +5 = 0 

2H24x+2y+5/4 =0 

R. a) Si; b) No; c) un punto. 


6. Calcula la ecuación de las circunferencias conocidos el centro y un punto: 
a)C(0,0) y P(3,2) 

b)C (1,4) y P(6,-1) 

c)C (1,1) y P(0,0) 

R. a) 2+y213 = 
b) x2+y22x8y-57 = 0 

c) x?+y22x-2y = 0 

7.-Halla las ecuaciones de las circunferencias de diámetro: 
A(0, 0) y B(2, 3) 

A(2,3) y B(-5,2) 

R.a)x? +y2-2x-3y=0 

b) x? + y? +3x - 5y - 4=0 


(8) Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el punto C (-4,-1) y que es tangente a 


la recta 3x+2y-12=0. 
Solución: 


(+ 4)? + (y + 1)? = 52. 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS)  ANTUNEZBOOK 2 


(9) Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre el eje X y que pasa por los 
puntos A (1, 3) y B (4, 6). 
Solución: 
(6-7)? +y? =45. 
(10) Hallar centro y radio de la circunferencia 2x? + 2y? — 6x + 10y +7 = 
Solución: 


CE) r=v3. 

(11) _ Determinar el valor de “k” para que la recta 2x+3y+k=0 sea tangente a la circunferencia 
x24y24+6x+4y=0. 

Solución: — K=25. 

(12) — Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es el punto de intersección 
de las rectas 3x-2y-24=0 y 2x+7y+9=0. 

Solución: (607 +(y +3) =25. 


13.- Halla las circunferencias conocidos su centro y una recta tangente: 
a)C (3,2) 1: 3x+4y=-2 

b)C(2,4) r:2x-3y+9=0 

R. a) *+y26x4y-1,44 =0 

b) x2+y24x-8y+4 =0 


14.- Halla las circunferencias que pasan por los puntos: 
a) A(6,0) B(0,-6) y C(0,0) 
b) A(1,0) B(3,-2) y C(1,-4) 
c) A(0,0) B(3,2) y C(-2,5) 
d) A(0, 0); B(-3,0)yC(2,-1). 
R. a) x2+y26x+6y = 0 
b) x2+y22x+4y+1=0 
c) 19x2+19y27x-113y = 0 
d) 2 +y2+3x+ 11y=0. 


15.- Halla la circunferencia conocidos dos puntos y una recta que pasa por el centro: 
aJA(4,1) B(1,2) nx+y=2 

b)A(0,1) B(4,3) r:x+2y=0 

c)A(2,1) B(2,3) r: 
R. a) x2+ y22x2y-1. 
b) x2+ y8x+4y-5 =0 
€) x2+ y2+4x+4y-17 =0 


16.- Determina la posición relativa de los puntos indicados, respecto de la circunferencia de 


P (4,3) 
R. a) de la circunferencia; b) interior; c) exterior. 


17.- Estudia la posición relativa de la recta r: 2x - y + 3 = 0, respecto de la circunferencia x2+ y? 
2y=1 
R. Secante. 
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18.- Estudia la posición de la recta r: 2x - 3y =- 1 respecto de la circunferencia: x? + y? - 4x + 
y=1 
R. Tangente. 


19.- Estudia la posición de la recta r: y = 7, respecto de la circunferencia: x2 + y? = 1. 
R. Exterior. 


20.- Halla la recta tangente a la circunferenci 
R.2x-3y+1=0. 


X + y? - Ax + y =-1 en el punto P (1, 1). 


21. Calcula las rectas tangentes a la circunferencia: x2 + y? = 20 trazadas desde el punto P (6, 
2). Calcula además los puntos de tangencia. 
R.x + 2y=10; 2x - y = 10. P(2, 4) y Pa(4, -2). 


22.- Halla el valor de “b” para que la recta r: y = 2x + b, sea tangente a la circunferencia: x2 + y2 


23.- Calcula las rectas tangentes a la circunferencia: x? + y? + 2x = 4 que sean paralelas a la 
recta de ecuación r: y = 2x. 
R.y=2x+7 e y=2x-3 


24.- Circunferencia de centro C (-3, 4) y radio 5. Comprueba que pasa por el origen de 
coordenadas. 


25.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 
9x2 +9y2-12x+36 y - 104 =0. Trazar la circunferencia 


26.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia dada por la ecuación: 
4x+4y2+4x+4y-2=0, 


27.- El diámetro de una circunferencia es el segmento de recta definido por los puntos: A (-8, -2) 
y B (4, 6). Obtener la ecuación de dicha circunferencia. 


28.- Encontrar los puntos de intersección de las circunferencias representadas por las 
ecuaciones: 
R+y-2x+4y 
RAY 2x+6 
29.- Probar que el punto P (4, 2) pertenece a la circunferencia x? + y? - 2 x + 4y = 20 y obtener 
la ecuación de la tangente a la circunferencia en ese punto. 
30.- Hallar la ecuación de la circunferencia de diámetro el segmento que une los puntos (-3, 5) y 
(7, -3) 
31.- Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (8, -2) (6, 2) y (3, -7) 
32.- Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa (1, -4) y (5, 2) y tiene su centro en la recta 
X-2Y+9=0 
33.- Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas X - 3Y + 9 = 0 y 3X + Y - 3=0 y 
tenga su centro en la recta 7X + 12Y - 32=0 
34.- Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos de intersección de las 
circunferencias X? + Y? + 6X + 2Y + 4 =0 y X? + Y2 + 2X - 4Y -6 = 0 y cuyo centro está en la recta 
Y=X 
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35.- Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a la recta 4X + 3Y - 50=0 y 3X-4Y- 25 
= 0 y cuyo radio sea igual a 5. 
Resolver usando Geogebra: 


1. Determinar la ecuación general de la circunferencia de centro ¿ y Radio R= 342 
2.- Determinar la Ecuación General de la Circunferencia si los extremos del diámetro son A (-2, 
4) y B(0,-8). 

3.- Determinar la Ecuación de la Circunferencia de centro C (-1, 4) y es tangente al eje de las 
abscisas. 

4. Calcular la distancia entre los centros de la circunferencia de ecuación: 

or 1)? + (y +3)? =25 y (x + 3)? + (y -2?=16 

5. Determinar la Intersección entre la recta de ecuación x - y =1 y la circunferencia de ecuación 
2 +y2-2x- 4y-1=0. 

6. Determinar la ecuación de la circunferencia con centro en el punto P (1, 6) y tangente a la 
recta de la ecuación x - y - 1=0 


X LaParábola 

Los cables de puentes colgantes adoptan 
la forma parabólica. Estos forman la 
envolvente de una parábola. 


En el análisis de la curva de equilibrio de 
los cables, se admite que son numerosos 
tirantes verticales y la carga se puede 
considerar que está distribuida de 
manera uniforme horizontalmente. 


Con esta descripción, se demuestra que la curva de equilibrio de cada cable es una parábola de 
ecuación simple y su uso es frecuente en la vida real. 

Como Ejemplos de la vida real se encuentran el puente “Golden Gate” de San Francisco (Estados 
Unidos) o el puente en Brooklyn, Nueva York que utilizan estructuras parabólicas para dar mayor 
estabilidad al puente. 


En todo deporte en el que se haga un lanzamiento, encontramos parábolas. Estas pueden ser 
descritas por pelotas o por artefactos lanzados como en el fútbol, baloncesto o lanzamiento de 
jabalinas. 


Ese lanzamiento es conocido como “lanzamiento parabólico” y consiste en tirar hacia arriba (no 
verticalmente) algún objeto. El camino que hace el objeto al subir (con la fuerza que se le aplique) 
y de bajar (por la gravedad) forma una parábola. 


La parábola se puede definir como una curva que surge al hacer un corte a un cono. Si esta 
definición se aplicara a un objeto tridimensional, obtendríamos una superficie denominada 
paraboloide. 
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Esta figura es muy útil debido a una propiedad que tienen las parábolas, donde un punto dentro 
de la misma está moviéndose en una recta paralela al eje, “rebotará" en la parábola y se enviará 
hacia el foco. 


En la figura se representa un espejo en forma parabólica y tres rayos 
saliendo del foco y reflejándose en la superficie de la parábola. 
Todos los rayos reflejados salen en dirección paralela al eje focal. 
Un caso muy típico son los reflectores de luz: éstos tienen su 
filamento exactamente en la posición del foco con lo que se 
consigue que casi todos los rayos luminosos salgan en dirección 
paralela al eje focal, lográndose una iluminación más concentrada. 


rayo rellojado. 


rayo reflejado 


En la figura se representa una antena parabólica. Los rayos 
que llegan a ella por provenir de distancias muy grandes 
prácticamente llegan en dirección paralela al eje focal. Al 
reflejarse, todos los rayos reflejados van hacia el foco, en 
donde se coloca el receptor y de esta manera 
capta más cantidad de ondas. 


La propiedad antes explicada de las parábolas, puede 
utilizarse a la inversa. Al colocar en el foco de un 
paraboloide un emisor de señal situado hacia su superficie, 
todas las señales rebotarán en la misma. De este modo se 
reflejará paralelamente su eje hacia afuera, obteniendo un mayor nivel de emisión de señal. 


En los faros de vehículos esto tiene lugar cuando se coloca una bombilla en el foco para emitir 
más luz. 


/ 
La fuente de luz se coloca en el foco. Entonces, te 
rayo de luz paralelo al eje de simetría. 


icamente, el resultado de este diseño es un 


En los micrófonos parabólicos se da cuando se coloca un micrófono en el foco de un paraboloide 
para emitir mayor cantidad de sonido. 
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Distancia a 


la ie 


F: Foco 
V: Vértice 


Punto (x; y) de la parábola 


Eje de la parábola 


10.1 Definición 
Es el lugar geométrico de los 
puntos del plano que 
equidistan de una recta fija y 
un punto fijo que no está en 
ella, llamaremos a la recta fija 
directriz (1) y al punto fijo foco 
(F). 


Elementos notables de una 
parábola. 

La recta a que pasa por F y es 
perpendicular a la directriz, se 
llama eje de la parábola. El 


punto V, por definición está sobre la parábola y sobre su eje, este punto es el vértice. Existe la 
misma distancia del vértice al foco y del vértice a la directriz, es decir, el vértice está a la mitad 
de la distancia entre la directriz y el foco y esta distancia siempre vale el parámetro p. 


Cualquier segmento que una dos puntos 
cualesquiera de la parábola, se denomina 
cuerda, si pasa por el foco se le llama cuerda 
focal, y es el caso de LR, la cual es 
perpendicular al eje de la parábola se le llama 
lado recto y su longitud vale 4p. 


Cualquier segmento comprendido de un punto 
cualquiera de la parábola y el foco, se le llama 
radio focal o radio vector. 


Propiedad de reflexión de la 


Parábola. 


Directriz: 
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Una de las propiedades más importantes de la parábola 
es su propiedad de reflexión, que consiste en que si un 
rayo de luz, o de otro tipo de onda, paralelo al eje de 
simetría, choca con la parábola, se refleja hasta el foco 
y recíprocamente, si colocamos una fuente de luz en el 
foco de la parábola, los rayos reflejados por la parábola 
serán paralelos al eje de simetría. 

Esta propiedad tiene muchas aplicaciones, tanto en 
óptica como en comunicaciones: faros de autos, 
antenas de microondas, antenas parabólicas de 
comunicaciones, radios telescopios entre otros, utilizan 
esta propiedad. 


Es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya 
distancia a un punto fijo llamado foco es igual a su 
distancia a una recta fija llamada directriz. 


10.2 Formas de trazo de la parábola a partir de su definición. 

Una forma fácil de dibujar una parábola consiste en localizar su directriz, vértice, foco y lado 
recto (LR) y trazar su gráfica por los puntos V, L y R. Por Ejemplo, si una parábola tiene por 
directriz la recta 2y - 5 = 0, con vértice en el origen V (0, 0), Foco en F (0, -2.5) y L.L.R.=10, 
su gráfica sería: 


D:2y-520 


10.3 Construcción de una Parábola utilizando regla y compás 
Método 1: 


La parábola es una curva cónica y surge cuando el plano de corte es paralelo a una de las 
generatrices del cono. 
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La parábola es una curva plana, formada por puntos que tienen la propiedad de estar cada uno 
de ellos equidistante de un punto fijo, llamado foco, y de una recta fija llamada directriz. En todos 
los puntos de la curva, por ejemplo el punto F”, se cumple que r = r!. El vértice V es el punto medio 
de OF, distancia existente entre el foco y la directriz. 


Para realizar la construcción de la parábola, partimos de conocer los datos de la directriz y el eje 
de la parábola donde están situados el vértice V y el foco F. 
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1. A partir de los datos que nos dan (directriz, eje, vértice y foco), se trazan varias perpendiculares 
al eje de la parábola, por ejemplo cuatro. Hacemos que una de ellas, pase por el foco F. 


2. Se toma un radio Rox, distancia entre el punto O (intersección de la directriz con el eje de la 
parábola) y la intersección de la primera de las perpendiculares con el eje (punto 1). 

Haciendo centro en el foco F y con el radlo Rox, se traza un arco que corte a la perpendicular 
correspondiente al punto 1. Nos encontramos con dos puntos, el punto 1' (superior) y el 1” 
(inferior). 
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3. Se realiza la misma operación para los puntos 2, 3 y T. 
Trazamos arcos desde el foco F con los radios: Ro, Ro3 Y Ror. 
Estos arcos cortan a las perpendiculares según: 

+ ala perpendicular 2, en los puntos 2 y 2”, 

+ ala perpendicular 3, en los puntos 3' y 3”, y 

+ ala perpendicular F, en los puntos F' y F”, 


Se obtienen los puntos que junto con el vértice V, formarán la parábola. 
4, Como se ha visto, este método consiste en obtener los distintos puntos de la parábola. Por lo 
que, lógicamente, no se puede utilizar el compás para su trazado final. Para finalizar el trabajo, 
se unirán todos los puntos obtenidos en la operación anterior, mediante curvígrafo o las plantillas 
de curvas (las más utilizadas son las plantillas Burmester). 
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Método 2: 

Una forma más precisa de graficar una parábola es utilizando regla y compás, para ello se 
pueden seguir los siguientes pasos: 

1) Localizar en el Plano Cartesiano la directriz, el vértice y el foco. 

2) Se trazan rectas paralelas a la directriz a una distancia arbitraria “d” de la misma. En este 
caso usamos d = 1. 

3) Enseguida, para cada recta, se trazan circunferencias con centro en el Foco y con un 
radio “d”. Los puntos donde la circunferencia intersecte a la recta están en la parábola. En 
este caso son los puntos R, B, O, As, T, C, Z, Bi. 

4) Se traza su gráfica. 

5) El lado recto (LR) es el segmento formado por los puntos B y C que pasa por el foco y 
su valor es igual a 4p, donde p es el parámetro de la parábola y es la distancia constante 
que hay del vértice a la directriz y del vértice al foco, en este caso: 4p = 8, por lo tanto, p = 
8/4=2. 

Por Ejemplo, la gráfica de una parábola con directriz x + 2 = 0, V (0, 0) y F (2, 0) quedaría 
de la siguiente forma: 
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Directriz 


10.4 Instrucciones para construir una parábola con papel 
1) En una hoja tamaño carta de papel albanen, trazar una línea horizontal en la parte 
inferior de la hoja, a 3 centímetros (la directriz) del extremo. 
2) Dibujar un punto 2 centímetros arriba de la línea anterior y en el centro de la hoja. 
Ver la siguiente figura: 


Í 2cms 
[_3cms 


3) Doblar la hoja por la parte posterior, de manera que la línea trazada en el paso 1 
coincida con el punto del paso 2. Marcar bien el doblez. Ver la siguiente figura: 
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Hacer coincidir la 
línea con el punto 


4) Repetir el paso anterior haciendo coincidir ahora otro punto de la recta del paso 1 
con el punto del paso 2. Ver la siguiente figura: 


Ml 


DS 
yo 


Repetir haciendo coincidir 
le nea con el punio hasta. 
llenar de dobleces el papel. 


) Continuar así hasta llenar de dobleces la hoja. 


ll Ejercicio 9 


Instrucciones: En equipo realiza los siguientes ejercicios. 
) Traza la gráfica de una parábola con vértice en el origen y foco en (0, 3) 


) Traza la gráfica de una parábola con vértice en el origen, eje focal sobre el eje X y p =- 


) Traza la gráfica de una parábola con foco en (0, -2) y Directriz y - 2=0. 
, -1). ¿Cuál es la ecuación 


) Traza la gráfica de una parábola con vértice en V (3, 1) y F (: 


de su directriz? 
5) Utilizando regla y compás traza la gráfica de una parábola que tenga su vértice en el 


origen, que abra hacia arriba y L.L.R. = 12. 
) Utilizando regla y compás traza la gráfica de una parábola con vértice en el origen y 


directriz la recta 2x + 6 = 0. 
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10.5 Parábolas con vértice en el origen 


10.5.1 Ecuación canónica. Vértice en el origen y eje de la parábola 
coincidente con el eje X. 

Para una parábola cuyo eje es horizontal, tenemos que si el foco tiene coordenadas F (p, 0), 
entonces la ecuación de la directriz d es x=-p, o bienx+p = 0. 


La parábola cumple con la propiedad que la distancia del Foco F a cualquier punto P es igual a 
la distancia del punto P a una recta fija llamada directriz. Es decir, se cumple FP. = PA, Esto es: 


¡Fe =|Pa] 
APO 0 = (xp + y 
Elevando al cuadrado ambos lados, para eliminar la raíz: 
GP +0 =p + (0Y 
Desarrollando los binomios: 
X—2px+p + y =x0 +2px + p? 
Despejando a y”, pasando con signo contrario al lado derecho: 


Y = +2px+ px +2px- p? 

Queda: 

y =4px 
Si la parábola es horizontal, tiene su vértice en el origen y abre a la izquierda, entonces su 
ecuación será: y? =-4px 


y 


TEOREMA: 

La ecuación de una parábola de vértice en el origen y eje de la parábola coincidente con el eje 
X, es y? = 4px, en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuación de la directriz es x =-p. 

Si p>0, la parábola abre hacia la derecha. 

Si p<0, la parábola abre hacia la izquierda y su directriz es x= p. 


10.5.2 Vértice en el origen y eje de la parábola coincidente con el eje Y. 
Para una parábola cuyo eje es vertical, tenemos que si el foco tiene coordenadas F (0, p), 
entonces la ecuación de la directriz d es y = -p, o bien y +p=0. 
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Directriz y=p 


TEOREMA: 

Si el eje de la parábola coincide con el eje Y, y el vértice está en el origen, su ecuación es 2 = 
4py, en donde el foco es el punto F (0, p) y la ecuación de la directriz es y =-p. 

Si p>0, la parábola abre hacia arriba. 

Si p<0, la parábola abre hacia abajo y su directriz es y = p. 


En cada caso la longitud del lado recto está dada por el valor absoluto de 4p, que es el coeficiente 
del término de primer grado. 
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Vértice Eje simetría Concavidad Ecuación parábola] Foco |Ecuación directriz 
V (0,0) Sobre x'x | Derecha 4px F(p,0) 

V (0,0) Sobrex'x | Izquierda -dpa  F(=p,0) 

V (0,0) Sobreyy | Arriba py F(0,p) 

V (0,0) Sobre y'y Abajo 122=-Apy F(0,—p) 


10.6 Parábolas con vértice fuera del origen V (h, k) 

40.6.1 Ecuación ordinaria. Vértice fuera del origen V (h, k) y eje de la 
parábola paralelo al eje X. 

Es necesario encontrar la ecuación de la parábola cuando su vértice no está en el origen, y 
cuando el eje es paralelo a uno de los ejes de coordenadas y no necesariamente coincidente, 
para ello se aplica la traslación de ejes de coordenadas. 


Cuando trasladamos una parábola simétrica con respecto al eje Y y con vértice V (0, 0) de manera 
horizontal h unidades y de manera vertical k unidades. 


Obtenemos una parábola con las siguientes propiedade: 
es la recta x=h, su foco es F (h, k+p) y su directriz es y 
la parábola es el punto P(x, y): 


u vértice es V (h, k), su eje de simetría 
p +k=k- p y un punto cualquiera de 


+= -- y Gap directriz 


I 
Eje de Simetría 


De la misma forma en que obtuvimos la ecuación de la parábola con centro en el origen, 
podemos deducir la ecuación para esta parábola. 


Sea P(x, y) un punto de la parábola, entonces por la definición de ésta la distancia de P(x, y) a su 
foco F (h, k+p) es igual a la distancia del punto P(x, y) al punto L(x, k-p) es decir: 

D (P, F) =D (P, L) 
al Y =P + Y = (0 + PY 
Elevando al cuadrado a ambos lados tenemos: 
(my + (yk py =(9=k+ py 
Por tanto: 
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(1 041) -bk=pp 
La expresión de la derecha de la igualdad es una diferencia de cuadrados; si factorizamos 


tenemos: 
(«MY =(y-k+ p+(y=k-= p))- 
(—k+ p-(y=k- p)) 
(ny =(y-k+p+y=k=p)- 
(D—k+p=y+k+p) 
Entonces: 


2y-2X2P) por tanto: 


La ecuación de la parábola con vértice 
en V (h, k), foco F(h, ktp), eje de 
simetría x=h y directriz y = k-p es: 


(x—=H) =4p(y=k) 


Si p > O la parábola habré hacia arriba. 
Si p < Ola parábola abre hacia abajo. 


a) Vértice (h, k) y eje paralelo al eje X. 

Tomando las ecuaciones de traslación de ejes de coordenadas, si consideramos que V(x, y), 
entonces notamos que x siempre se asocia con h e y con k, por lo tanto, las ecuaciones obtenidas 
anteriormente cambian a: 

(Y-192= +4p (x- h) 


Eje horizontal 


Ecuación Foco 


U-k*=4p(x=h) (N+P.R) U-kF=Apbch) (Mp, 


Directriz— Ladorecto Directriz Lado recto 
x=h+p LR= 4pi x=h+p LR= 4pl 
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TEOREMA: La ecuación de la parábola de vértice (h, k) y el eje paralelo al eje X, es de la forma: 
(1-k)?=+ 4p («- h), 

Siendo |p| la longitud del segmento del eje comprendido entre el foco y el vértice. Si p>0, la 

parábola abre hacia la derecha, si p<0, la parábola abre hacia la izquierda. 


b) Vértice (h, k) y eje paralelo al eje Y. 
Se efectúa el mismo análisis y se obtiene como ecuación: 
(x- h)?=+ 4p (y - K) 


Eje vertical 


A Eje 


Ecitación Foco Ecuación Foco 
(«—h?=4p(y-k)  (h,k+p) («—h?=-4p(y-K)  (h,k+P) 


Directriz Lado recto Directriz Lado recto 
y=k-p LR= pl y=k-P LR=14pl 


TEOREMA: La ecuación de la parábola de vértice (h, k) y el eje paralelo al eje Y, es de la forma: 
(x- h)2= + 4p (y - K), 
Si p>0, la parábola abre hacia arriba, si p<0, la parábola abre hacia abajo. 


PUNTOS Y RECTAS NOTABLES POSICIONES 


Parábolas Horizontales 


MF = MA-> Condición de la parábola E 
Abre a la derecha cuando el eje de 


simetría es el eje Xo paralelo a éste con p 


V-, Vértice En 


F> Focos Abre a la izquierda > cuando el eje de 
Simetría es el eje Xo paralelo a éste con p< 
o. 


P= VH=VF > Parámetro 


Parábolas Verticales 


LA = RO =|4P-> Lado recto Abre hacia arriba N/. cuando el eje de 


simetría es el eje Yo paralelo a éste con p 
E.S. > Eje de simetría >0 


Abre hacia abajo ÉN cuando ol eje de 


DD'-> Directriz A E 
simetría es el eje Yo paralelo a éste con p < 
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Obtención de la ecuación a partir de sus elementos 


Cuando conocemos algunos elementos de la parábola podemos deducir los otros y trazar 
su gráfica. 


EJEMPLOS 


En cada inciso se da la ecuación de una parábola, se pide obtener sus elementos y 
bosquejar su gráfica. 


1) (=-3Y =4(y-2) 


Solución 


Como la variable “x” es la que aparece elevada al cuadrado, sabemos que se trata de 
una parábola cuyo eje es paralelo al eje “y”. La ecuación dada es de la forma (Shu. 


(x- Y =4p(y-k), en donde las coordenadas del vértice son V(3,2), el valor de 4p=4, por 


lo tanto p=-—=1, con esta información podemos bosquejar rápidamente la gráfica de la 


n 
parábola y con esta obtener los elementos que faltan como sigue: 


yA Sobre el sistema de ejes, localizamos el vértice V(3,2), 
como el parámetro p=1, las coordenadas del foco son 
F(B3), a la derecha del foco y a su izquierda también 
a 2p=2(1)=2 de distancia, las coordenadas de L y R 
son: L(13) y R(5,3), la ecuación del eje es x=3, la 
ecuación de la directriz “D” es y=1. Si vemos que la 
curva cruzará alguno de los ejes, es conveniente 
determinar este valor, que servirá para un mejor 
bosquejo de la gráfica, en este caso, vemos que 
cruzará al eje *y” por lo tanto: si =0, la ecuación 


dada resulta (0-3) = 4(y-2) despejando la variable 


*y" se tiene: 9=4y-8; 17=4y; y= z =4.25, se obtiene el punto (0.7) y aprovechando 


que la parábola es simétrica respecto a su eje, el punto (5) también es punto de la 


parábola, con esto procedemos al bosquejo de su gráfica como se muestra uniendo con línea 
continua todos los puntos obtenidos. 


2) (+2) =8(x-2) 
Solución 


La ecuación de la parábola es de la forma (De.» (y—k)' = 4p(x—h), donde podemos ver que 


el vértice tiene coordenadas /'(2,-2), 4p=8, porlo tanto p= : =2, 2p=2(2)=4, el resto de 
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los elementos de la parábola los obtenemos con la ayuda del bosquejo como en el ejemplo 
anterior: F(4,-2), (4,2), R(4,-6), Ecuación eje: y =-2, Ecuación directriz *D”:x=0. 


Solución 


Como la ecuación es de la forma (2). 


vértice es el origen V(0,0), -4p= 


40) 


K- E 3 Ecuación eje: y =0 


Ecuación directriz *D”: 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS)  ANTUNEZBOOK 2 


Solución 


La ecuación es de la forma (4). 


Apy, Su 


vértice es el origen V(0.0), -4p=-6, p= 


jo e) 0) 5) 


Ecuación directriz “D”: 


Solución 
La ecuación es de la forma (Mu. 
(AY =-p(x-h), el vértice tiene 


coordenadas  V(2),  -4p=-2, 


Jo (a, La 


Ecuación eje: y»=1, Ecuación directriz *“D”: 


» Intersección con el eje “y”: si x=0, 


GI =20-2),  (y-I=4,  y=1244; 
»=3, 1, son dos puntos: (0,3) y (0,-1) 


Ejemplo. Si la ecuación de una parábola es: (y — 3)? = - 8(x — 3) la ecuación es 
(y — k) 2 = 4p(x — h) por lo que podemos deducir que las coordenadas del vértice son V (h, 
k) entonces V (3, 3). 


Además se tiene que: 4p = - 8. De donde p=-8/4,  p=-2. Como p< la parábola abre 
hacia la izquierda 


La ecuación de la directriz es x = h— p, por lo que x = 3- (-2). Entonces la ecuación de la 
directriz es x= 5. 


Las coordenadas del foco F (h + p, k) = F (3 + (-2), 3) =F (1, 3). 
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cónica 
y +ex0y=15 


> 114) 
000 = (1,3) 
Vértice =/3,3) 


hox=s 


Ejemplo. Encuentra las coordenadas del vértice y la ecuación de la directriz de la parábola 
cuya ecuación es: (x + 2)? = 12(y — 4). 


Dado que la ecuación es de la forma (x — h) ? = p (y — k), encontramos que el vértice es V 
(h, k) = V (-2, 4) y que 4p = 12 por lo que p= 3, (p > 0) por lo que abre hacia arriba y la 
ecuación de su directriz es: y=k-p=4-3=10sea y = 1. 


Ejemplo. El vértice de una parábola es V (2, -3) y su foco F (2, -1). Trazar su gráfica y hallar 
su ecuación ordinaria. 


Al graficar los datos observamos que la parábola es vertical por lo que el vértice es 
V (h, k) = (2, -3) y el foco F (h, k + p) = (2, -1), de donde k + p = -1 y como k = -3 
-3+p= 
p=2 
Su directriz es: y =k —p 
y=3-2 

y=5 
La longitud de su lado recto resulta: L.L.R. = 4/p| = 4/2] = 8. 
Su ecuación es de la forma (x — h)? = 4p (y - k) 


Esto es: (x - 2)? = 4(2) (y +3) 
O sea (x — 2) 2 = 8(y + 3) 
Desarrollando el binomio en el lado izquierdo y el producto en el lado derecho: 
x2-4x+4=8y +24 
Pasando con signo contrario del lado derecho al izquierdo y reduciendo: 
Xx -4x+4-8y-24=0 
x? - dx - 8y — 21 
Xx -4x-By=20 ans 
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Eje de la Parábola 
x=2 


Segmento 
6 e Le=e 


Cónca 
Port 20 


E) 
e varce= (23) 


Direct 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la parábola vertical cuyo foco está en F (1, -5) y cuya ecuación de 
su directriz es y = -2. Graficando el foco y la directriz, entre ellos hay una distancia de 3 y a la 
mitad se encuentra el vértice V sobre el mismo eje, por lo tanto, a 1.5 del foco o de la directriz, 
por lo tanto, sus coordenadas son: V (1, -7/2). De la misma manera, el valor del parámetro p es 
de 1.5, por lo tanto, la longitud del lado recto es 4p = 4(1.5) = 6. Por lo tanto: 


La ecuación correspondiente es: [yv aries — 


(«ny =4p(y-k) i 1 $ 
7 
Y1- ) V(n,k) + 
2 Directriz y = -2 
Sustituyen do valores conocidos : p a 
(1? ol) --73) 
Desarrollando el binomio : rs 
Y —-2x+1=-6y-21 7 7 
Igualando a cero, la ecuación es: Eje 


Y -2x+1+6y+21=0 
Y —-2x+6y+2=0 
Ejemplo. Resolver el siguiente problema mediante la aplicación de los elementos de la parábola. 


Cada uno de los cables que sostienen el arco principal del puente Golden Gate forma la gráfica 
de una parábola. Si las torres que lo sostienen están a 146 m arriba del punto medio del cable 
y la distancia entre dicho punto y una de las torres es de 1260 m, entonces ¿cuál es la ecuación 
descrita por uno de los cables? 
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146 m 


Solución: 
+ Dela figura se observa que la parábola es vertical con vértice en el origen del plano y con 
abertura hacia arriba, por lo tanto la ecuación a utilizar es x2= 4py. 
-Uno de los puntos de un cable es P (1260, 146) que se sustituye en la ecuación: 
(1260)? = 4p (146) 


_ (1260)? 
+ Se despeja el parámetro “p” de la ecuación y se obtiene su valor: 4146) 
p- 198450 
73 
+ Se sustituye el valor de “p” en la ecuación establecida al principio de la solución del 
problema. 
(198450) 
=dl 
Laa y 


+  Sesimplifica la expresión y se obtiene la ecuación ordinaria descrita por uno de los cables. 
se. 793800 
ES 


+ Se iguala la expresión a cero y se obtiene la ecuación general descrita por uno de los 
cables. 
73x? - 793800y = 0 
Ejemplo. Resolver el siguiente problema mediante la aplicación de los elementos de la parábola. 
Un cable sostenido por dos torres eléctricas tiene forma parabólica y su punto medio se ubica a 
20 m sobre la carretera. Si la altura de cada torre es de 50 m y la distancia entre ambas es de 
300 m, entonces ¿cuál es la ecuación que describe la forma del cable? 
Y 
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Solución: 
De la figura se observa que la parábola es vertical con vértice V (O, 20) y con abertura hacia 
arriba, por lo tanto la ecuación a utilizar es (x — h)?= 4p (y - k). 
Uno de los puntos del cable es P (150, 50) el cual se sustituye en la ecuación junto con las 
coordenadas del vértice: (150)? = 4p (50 - 20) 

(150)? 375 

Se despeja el parámetro “p” de la ecuación y se obtiene su valor: 430). 2 
Se sustituye el valor de “p” y las coordenadas del vértice en la ecuación establecida al principio 
de la solución del problema. 


- Se simplifica la expresión y se obtiene la ecuación ordinaria descrita por la forma del 
xÉ =750 (y -20) 
- Se iguala la expresión a cero y se obtiene la ecuación general descrita por la forma del 


x2 - 750y + 15000= 0 


10.7 Ecuación general de la Parábola 

La ecuación general de las cónicas incluyendo a la Parábola es la siguiente: 
Ax2 + Cy? + Bxy + Dx +Ey +F=0 

En la cual los coeficientes A, B y C no son todos cero. 


El término Bxy es para cónicas con eje oblicuo y diagonal, las cuales no son estudiadas en este 
libro, porque sólo estudiamos cónicas con eje horizontal o eje vertical. Por lo tanto, consideramos 
que B= 0 y la ecuación general se reduce a: 

Ax2 + Cy2 + Dx +Ey +F=0 
Esta ecuación representa a las cuatro cónicas que son: la circunferencia, la parábola, la elipse y 
la hipérbola, que se pueden describir como las curvas que se generan al intersectarse un plano 
con un cono circular. 


Para la Parábola se cumplen las siguientes condiciones: 

* Primera. Una ecuación con una variable de segundo grado representa una 
Parábola Vertical si el coeficiente A de x? es distinto de cero y C = 0. 

+ Segunda. Una ecuación con una variable de segundo grado representa una 
Parábola Horizontal si el coeficiente C de y? es distinto de cero y A =0. 

+ Tercera. Si la ecuación contiene término de primer grado x o y, el Vértice está fuera 
del origen. Si la ecuación carece de los términos de primer grado y no tiene término 
independiente F, el Vértice estará en el origen. 

+ Si tomamos la ecuación (y-k)?=4p(x-h) y la desarrollamos obtenemos: 

-2ky+k 


4px-4ph 


y? —-2ky-4px+k? +4ph=0 
+ Como —2k,-4p y 


? +4ph son números reales, podemos escribir la ecuación así: 
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e y +Dy+Er+F=0, donde D=-2k,E=-4p y F=k” +4ph. 
+ De una manera similar, si desarrollamos la ecuación (x-h)?=4p(y-k) obtenemos: 
e +Dx+Ey+F=0 


La forma general de la ecuación de una 
parábola cuyo eje focal es paralelo al 
eje xes: y” +Dy+Er+F=0 Horizontal 


La forma general de la ecuación de una 
parábola cuyo eje focal es paralelo al 
eje y es: +Dx+Ey+F=0 Vertical 


10.7.1 Obtención de los elementos a partir de la ecuación 
En base a la ecuación de la parábola se pueden obtener sus elementos: 


1) Las coordenadas del vértice 
2) La ecuación de la directriz 
3) Las coordenadas del foco 
4) La longitud del lado recto 

5) Su gráfica 


Al igual que con parábolas con vértice en el origen, podemos encontrar toda la información 
de una parábola con vértice en V (h, k) a partir de su ecuación en su forma ordinaria. 


Cuando la ecuación tiene su eje focal horizontal (y — k)? = 4p(x — h) 

Las coordenadas del vértice son: V (h, k). 

Si p > 0, labre hacia la derecha y las coordenadas del foco son: (h + p, k). Sí p < 0, abre 
hacia la izquierda y las coordenadas del foco son (h + p, k) 

La ecuación de la directriz x = h — p. La longitud del lado recto: L.L.R = 4|p| 


Ejemplo. Encontrar los elementos de la parábola cuya ecuación es x? -12y = 0 


Primeramente transformemos la ecuación a su forma canónica x? = 12y 
Y de ahí podemos deducir que p> 0 y que su gráfica abre hacia arriba. 


Su vértice está en el origen V (0,0) 

LLR= 4|p| = 12 por lo que p = 12 / 4, es decir, que p= 3. Con este valor podemos calcular: 
Las coordenadas del foco: Foco (0, p) = Foco (0,3) 

La ecuación de la directriz: y =— p, o sea y =- 3 
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Cónica 
exc tey=0 


Dirsctriz y =-3, 


Ejemplo. Obtener la ecuación de la parábola que pasa por el punto P (5,8), tiene vértice en el 


origen y el foco en la parte positiva del eje X. 


La ecuación correspond iente es: y" =4px 
Como pasa por P(S.-8), tenemos que x=5e y=-8 


Sustituyen do los valores conocidos : 


(Sy =4p(5) 
64=20p 
2 
pe A 
20 10.5 


oe 


+. La ecuación de la parábola es: y? =4( EN 


LR =4p=4(3.2)=12.8 


Ejemplo. Encontrar los elementos de la parábola cuya ecuación es y?= 12x. 


Solución: El vértice está en el origen V (0,0) y la ecuación es de la forma y? = 4px, por lo 
que 4p = 12, p = 12 / 4, es decir que, p = 3. Podemos deducir que la gráfica abre hacia la 


derecha porque p > 0. 
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Las coordenadas del foco 
Foco (p, 0) 
Foco (3,0) 


La ecuación de la directriz e cy-a12a=0 


x=-p y 
x=-3 


5 
e] 

8 Directiz= (3,0) 
8 Foco=(3,0) 

9 Vértice =(0,0) 


Para transformar la ecuación de una parábola de la forma general a la forma 
particular: 


* Se divide toda la ecuación entre el coeficiente de x? ó de y!, según el término 
cuadrático que aparezca; 


* Se escriben en el lado izquierdo la variable que aparezca al cuadrado con su 
respectiva lineal. 


*_ Se escriben en el lado derecho la variable lincal que carezca de su respectivo 
cuadrado y el término F. 


* Con los términos 2 +Dx se completa un trinomio cuadrado perfecto y se fae- 
torizan en la forma (x - hi, o bien con los términos y? + Ey_se completa un 
irinomio cuadrado perfecto y se factorizan en la forma (-KY . 


*_Se factoriza el tado derecho, de manera que la variable lineal quede con coefi- 
ciente 1. 


* Se escribe el factor anterior de la forma 4p. 


Ejemplo. Hallar todos los elementos de la parábola a partir de su ecuación general y graficar la 
ecuación. 
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Completamo s el Trinomio Cuadrado Perfecto, sumando la mitad 
al cuadrado del coeficient e lineal y a ambos lados de la igualdad : 
—6y+(3) =20x—9+(3) 

—6x+9=20x-9+9 

y —6x+9=20x 


Reduciendo términos y a un binomio al cuadrado en el lado izquierdo 


y factorizan do el 20 en el lado derecho, queda : 
(y -3) =20(x-0) 

v(0,3) 

LR=4p=20 


Diractutd 
MES Ñ nales 


Eje de la Parábola 
y=3 


Ejemplo. Hallar todos los elementos de la parábola a partir de su ecuación general y graficar la 
ecuación. 
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Y —-8x+8y+24=0 
Completamo s el Trinomio Cuadrado Perfecto, sumando la mitad 
al cuadrado del coeficiente lineal x a ambos lados de la igualdad : 
Y —8x+ (4) =-8y -24+(4) 

—8x+16=-8y-24+16 


Y -8x+16=-8y-8 
Reduciendo términos y a un binomio al cuadrado en el lado izquierdo 
y factorizan do - 8 en el lado derecho, queda : 

(a) 801) 

V(4.-1) 

LR=4p=8 


Directriz| 


Cónica 
eme 24 


F Segmento 
e le-0 
= Eje de bl Parábola 


x= 


Ejemplo. Probar que la ecuación 4x2- 20x - 24y + 97 = O representa una parábola, hallemos las 
coordenadas del vértice y del foco y la ecuación de la directriz. 
En primer lugar, dividamos cada término de la ecuación entre 4: 
4x0 _20x_2y 97 
4.4 44 


=0 


y —Sx-6y+ 2 =0 
4 


Esta última ecuación tiene la forma de una parábola cuyo eje focal es paralelo al eje Y. 
A continuación, llevemos la ecuación a la forma: (x-h)?=4p (y-k); 
Agrupamos los términos de “x” a un mismo lado de la ecuación: 


Posoy 
4 
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Completamos al trinomio cuadrado perfecto el lado izquierdo de la ecuación; así: 


2-53) ne 2 (3) 
2 4 2 


5) 26 1,2 
¡e 


si 
5) 6-2 
2 4 


5) =6y-18 
3 ) 


ES 
5 =6(y-3) 


5 
Por lo tanto, las coordenadas del vértice V son: (3) 


Como 4p=6, entonces p== ; luego, la parábola se abre hacia arriba. 


5 3 59 
Las coordenadas del foco son: | 7,3+2 |=| 7,2 


La ecuación de la directriz es: 


La grafica de esta parábola sería: 


Eje[de la Parábola 


40 =52 
x=25 


Punto 
* A=(05,45) 
* B=(55,45) 
e Foco=(2.5,4.5) 
9 Vértice =(25,5) 


Cónica 
e ci4x-20%-24y =-97 


2 Directriz 


Ejemplo. Hallar todos los elementos de la parábola cuya ecuación es: 4y?- 8y + 3x - 2 =0. 
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Para completar el trinomio cuadrado perfecto en términos de y, el coeficiente de y? debe ser uno 
así que volvemos a escribir la ecuación factorizando el coeficiente cuadrático 4 en el lado 
izquierdo, queda: 

dy? -2y)==31+2 

Entonces, completando el cuadrado tenemos: 

Aly? -2y+1)=-3x+2+4 

Aly? -2y+1)=-3x+6 

Factorizando y haciendo operaciones: 

Aly-1) =-=3(x-2) 

Para obtener una de las formas generales de la parábola, dividimos a ambos lados por 4 y 
obtenemos: 


Como la ecuación de la parábola tiene la forma: 


plx- 1), entonces: h = 2 y k= 1. Las coordenadas del vértice son: V (2, 1). 
Comparando las ecuaciones: 


2 3 a 
CG (yk pla) 


3 


3 
Setiene que 49 =3/4, entonces p= ¿,=¿ 


3 


Y como la parábola abre hacia la izquierda, el foco está . 16 de unidades a la izquierda del vértice 
sobre el eje de simetría por tanto, sus coordenadas serán F (h + p, k), es decir: 


Fl2+ a <= 21 
16 16 
Como la parábola tiene eje de simetría paralelo al eje X, el eje de simetría es y =k, y = 1. 


3 
La directriz esta 16 unidades a la derecha del vértice la ecuación será 


X=h-p 
2-2) 
16 
35 
ja 
16 


Longitud del lado recto 4p = : 


La gráfica de esta parábola sería: 
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ES 
== 
== 


Cónca 
0 cráyezx-8y=2 


y=1 


Directriz 
x=35116| 
x=219 


Dada la ecuación x* +4x-6y,+22=0, hallar las coordenadas 


del vértice, del foco, la directriz y graficar. 
q 


+4 6y +22=0 
Y +4x8y-22 
x +4x+4=6y-22+4 
Xx +4x+4=86y 18 
(+2) =+5(y — 3) 
Como (X—h)' =+4a(y —k) 
> V(-2;3) Sida =6 > 


Como la ecuación es positiva, la parábola 
abre hacia arriba. El foco esta del vértice 
hacia arriba a una distancia a=3/2 


Fl 


3 =>) 
> F234 >) FE) 


, 


2h 
. 
3 


eZ) 


(x+2)*=5(y-3) 


La directriz esta del vértice 
hacia abajo a una distancia a. 


3 
Yi 
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Se va a construir un túnel en forma de arco parabólico con las dimensiones que se 
indican en la figura, se pide determinar la ecuación de la parábola con respecto a los ejes 
coordenados que se muestran. 


Solución 


fTmerto Se observa en la figura que el vértice 


tiene coordenadas (0.10) y que la 
parábola es vertical cuya ecuación es 
de la forma (Je.» (+A) =-4p(y=k). 


- Los puntos A y B tiene 
coordenadas 4(—6,0) y B(6.0). 
- - Sustituyendo las coordenadas 
del vértice en la ecuación (4): 
(*-0) =-4p(y-10) 
y =-Aply-10) «..(2) 
- Los puntos A y B están sobre la parábola, por lo tanto, sus coordenadas satisfacen la 
36_9 


-4pl0-10); 36=40p3 p=2=2, 
p(o-10) PP 10 


ecuación (a): Sea A(-6,0) entonces (-6) 


sustituyendo este valor de “p” en la ecuación (8) se obtiene A )o-10) 


20-10) que es la ecuación de la parábola en forma ordinaria y 


desarrollándola se obtiene la forma general 5x? +18y-180=0 


10.8 Ecuación de la recta tangente a una Parábola. 
Caso 1. Tangentes en un punto de contacto dado. 
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Si (x, , y,) es un punto de la parábola dada por: y? = 4px, la tangente tiene por ecuación: 


Yi Y =2p(x+x1) 


Si se hace y = 0, tal como se ve en la figura, se tiene el siguiente teorema: 


Teorema: 

La recta tangente a la parábola P en punto P,(x;, y) de P, corta al eje focal en un punto Q 
tal que la distancia de Q al vértice es igual a la distancia del vértice al pie de la perpendicular 
trazada desde el punto de contacto P.(x, , ys) al eje focal. 

Observación: 


1. La ecuación de la tangente que pasa por un punto dado y eje horizontal se halla también 


mediante: 
YX 2x1 Y +X1-y1=0 


2. La ecuación de la tangente que pasa por un punto dado y eje vertical se halla también 


mediante: 
DY Y + y =0 
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Caso 2: Tangente paralela a una dirección dada. 
Teorema: , 
La tangente de pendiente m a la parábola P: y? = 4px, tiene la forma: 


Prueba: 
Sea la ecuación de la tangente: 

y=mx+b (1) 
sustituyendo en la ecuación de la parábola se tiene: 


(mx+b)=4px s ma? + (2bm- 4pm)? +b?=0 
Por la condición de tangencia: A = b? — 4ac = 0 (discriminante de ecuación de 2do grado) 
(2bm — 4pm) — 4m*b? = 0 
(2bm - 4pm)? = 4m*b? 
Amb? — 16bpm? + 16p%m? = 4m*b? 
=>.=L 

m 
Luego reemplazando en (1) se tiene: 

= 2. 

y =mx+ UE m0 
Caso 3: Tangentes trazadas desde un punto exterior. 
En este caso usaremos la condición de tangencia para una curva de ecuación cuadrática: 
A=b*-4ac=0 (discriminante) 


para hallar el valor de la pendiente y con ella escribir la ecuación de la recta tangente 
usando la “Ecuación punto - pendiente” veamos el siguiente ejemplo: 


Ejemplo 1: 
Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(-3, 3) a la parábola: y? — 3x — 
8y+10=0. 

Solución 
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Consideremos la ec. y — y. = m(x + x,) 
Sustituyendo en ella el punto P(-3, 3) se tiene: 


y - 3 = m(x + 3) que representa a la familia de rectas que pasan por P. de donde: 


4 
=—(y-3-3m) 1 

x= (1 ) (1) 

sustituyendo en la ecuación dada se tiene: 

y 2 -3-3m)-8y+10=0 


my? — 3(y — 3 — 3m) — 8my + 10m = 0 
my - (3 + 8m)y + (9 + 19m) = 0 


Aplicando la condición de tangencia a la ecuación de 2do grado en la variable y, se tiene: 
(3 + 8m) — 4m(9 + 19m) = 0 


Desarrollando y reduciendo, la ecuación: 4m”-4m-3=0 
Se tiene las raíces, que son: m, = 3/2 ; m2 = -1/2 


Reemplazando estos valores en (1) resultan las ecuaciones de las tangentes: 
Ly: 3x-2y+15=0 
Ly: x+2y - 3=0 

Ejemplo 2: 


Hallar la ecuación de la tangente y la normal a la parábola y? — 4x = 0, en el punto P(1, 2). 
Solución 


Como la parábola es de eje horizontal usamos: 
Ya 2 Y Xy =0 


donde P(X+, y1) = (1, 2) 


Entonces: 
2(x) - 2(1)y + (1)(2) =0 


2x- 2y+2=0 
Simplificando se obtiene la ecuación de la tangente: x—y+1=0 


La ecuación de la normal (es la perpendicular a la tangente en el punto de tangencia) 
hallamos tomando la inversa de la tangente con signo cambiado: 

m=1 ; my=-1 

Por lo tanto: y-2=(1)x- 1). 

Ecuación de la Normal: x+y+3=0 
Ejemplo 3: 
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Hallar la ecuación de la tangente a la parábola x? + 4x + 12y — 8 = 0 que es paralela a la 
recta: 3x + 9y -8=0. 
Solución 


Usaremos el método del discriminante. La ecuación de la tangente tiene la forma L: x + 3y + 
k = 0; de donde: 


y=- zo + k); sustituyendo este valor en la ecuación de parábola se tiene: 
4 + 12 Ha +k))-8=0 
+ dx 4(x+k)-8=0 


—A(k+2)=0 


Usando: A= b?-4ac=0 
07-4(1)4(k+2)=0 = k=-2 


Por tanto la ecuación de la tangente es: L:x+3y-2=0 


10.9 Ecuación de la Parábola que pasa por 3 puntos 
Ejemplo. Hallar la ecuación de la parábola de eje vertical y que pasa por los puntos: A (6, 1), B 
(2, 3) y C (16, 6). 
Solución: 
La ecuación correspondiente es: 
y = ax +bx+c 
Sustituyendo los valores de x e y de cada punto, tenemos: 
1=-a:36+b:6+c 
3=a:4+b:(-2)+c 
6=a:256+b:16+c 
El sistema a resolver queda: 
364 +6b +c=1 
4a -2b +c=3 
256a +16b +c=6 
Resolviendo el sistema, por el método deseado obtenemos: 


a- E b=-- 39 c=2 
24 
Por lo tanto, la ecuación buscada de la parábola es: 
Ds 10 
y = =x-—x+2 
24 24 


y=1/24x2 -5/12x+2 

Si completamos el TCP, la ecuación se reduce a: 

(x — 5)? = 24 (y — 23/24), V (5, 23/24), LR = 4p = 24, p =6, F (5, 6 23/24) = F (5, 6.9583), 
Directriz y = 23/24 — 6 = - 5.0417 


Gráficamente: 
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so Eje dela Parábola pS 
=s 


Conca 
A 2y 0950 = 


Vértice = (5,0968 


1 Directriz— y =-121/24 


y=E0MT 


Ejemplo. Encontrar la ecuación de la parábola que tiene el eje vertical y pasa por los puntos 
A (8, 5), B (4, 8) y C (16, 7). 
Solución: 
Al ser el eje de la parábola vertical, la ecuación de la parábola es necesariamente de la 
forma: (x - h)? = 4p (y - k) 
Donde el vértice está en (h, k) y el foco está en (h, k + p). Tenemos ahora tres incógnitas: 
h,kyp. 
Formemos tres ecuaciones, una para cada uno de los puntos, sustituimos los valores de x 
e y en la ecuación, se tiene: 
(8 - h)? = dp (5 -k) 
(4 - h)?=4p (8 - k) 
(16 - h)? = 4p (-7-k) 
Que quedan como: 
h? + 16h—20p + 4pk+64=0 El 
h?-8h-32p + 4pk+16=0  E2 
h? - 32h + 28p + 4pk +256=0 ES 


Restando la segunda ecuación de la primera ecuación, obtenemos: 


24h + 12p+48=0 Es 
Restando la tercera ecuación de la segunda ecuación, obtenemos: 
24h — 60p - 240 =0 ES 
Volviendo a restar la ecuación E5 de la ecuación E4, nos da: 
72p + 288 =0 
Cuya solución es: 
p=-288/72=-4 


Sustituyendo ahora en la ecuación E4 obtenida más arriba, 
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24h + 12p+48=0 

Llegamos a que: 

24h + 12(-4) + 48 

24h = 0, es decir, h=0 
Finalmente sustituyendo p y h en alguna de las primeras ecuaciones, digamos en la primera 
ecuación El, 

h? + 16h -—20p + 4pk+64=0 El 

Tenemos: 0? + 16(0) - 20(-4) + 4(-4)k + 64 =0 
Que tiene como solución: 


k =-144/-16=9 


Así que la parábola tiene vértice en el punto V (0, 9) y foco en el punto F (0, 5). 
Sustituyendo los valores de h, k y p en la ecuación: (x - h)?= 4p (y - k) 
Llegamos a: (x- 0)? = 4(- 4) (y - 9) 

x2=-16 (y - 9) La parábola abre hacia abajo. 

x? +16y -144 = 0 que es la ecuación general de la parábola. 
Si despejamos a y, queda: 

y=-1/16x2+9 

Gráficamente: 


Directriz y =13 


Arias 
val CA 


Eje de la Parábola 


x=0 
f C=118,7 
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Determinar la ecuación de la parábola horizontal que pasa por los 3 puntos no colineales 
A(1,-1), B(1,3) y C(-2.0). 


Solución 

- Representando gráficamente la información, 
la ecuación de la parábola debe ser de la 
forma: (1 kY =4p(x-h) o bien 
y +Dx+ Ey+F =0 .*(5), 

- Como los puntos A, B y C son de la 
parábola, sus coordenadas deben satisfacer 
su ecuación, por lo tanto, sustituyendo las 
coordenadas de cada punto en la ecuación (5) 
se tiene: 
con A(1,-1): 1F +D(1)+ E1)+F=0 

D-E+F=-10..(o) 


con: B(1,3): (3) + D(1)+ E(3)+ F=0 
D+3E+F =-9o.ó(t) 

con: C(-2,0): (0) + D(-2)+ E(0)+ F =0 
-2D +F=0040 


- Las ecuaciones (a), (6) y (c) forman un sistema de 3 ecuaciones lineales, cuya solución 
nos dará los valores de D, E y F: 


D-E+F=-1 ee 1-11 
D+3E+F=-9e 0 A= 1 3 I=3+2+0+6+0+1=12 
-2D +F=Qa0 -2 0 1 
=l 1 
-9 3 1 
p=%»_ 0.0 Y_-3+0+0+0+0-9_-12_,, 
A 12 12 12 


Sustituyendo el valor de D =-1 en la ecuación (c): 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS()  ANTUNEZBOOK 2 


-A-1)+F=0 ;[F= 


Sustituyendo los valores de D=-1 y F' =-2 en cualquiera de las ecuaciones (a) o (+); sea en 
(0: (1)-E-2=-1 ;[£=-2] 


Sustituyendo los valores de D=-1, E=-2 y F =-2 en la ecuación (5), se tiene: 


y? —x-2y-2=0/es la ecuación de la parábola en forma general. 


Y completando cuadrados se tiene: (y-1)' =(x+3) forma ordinaria, con elementos: V(-3,1), 
eL m2) 4-13) 1.2) 0. eje: y=1,E0."D": 
4 4 42 42 
Ejemplo. Se dispara un proyectil cuya trayectoria es parabólica, sobre un cerro cuyo perfil es 
lineal y está definido por los puntos C (600, 1670) y D (4305, 4470). Si la altura máxima del 
proyectil ocurre en su vértice V (1400, 5000). Si el proyectil se disparó en el punto E (O, 1937.50) 
y este punto pertenece a la parábola. Determine la ecuación de la línea recta y de la parábola y 
las coordenadas del punto de impacto G del proyectil sobre el cerro. 


100 400 000 BD 1000 1200 1400. 180D 1800 2000 2200 2400 2000 2800 5000 SAO 3400 3800 3000 4000 4200 4400 <5OO <B00 


La ecuación de la línea recta que pasa por C(600, 1670) y D(4305, 4470) es: 


A a e TOGO boo bp 2800). tes 
yy = Ea) y 1670 = eo op (6600); y 1670 = Hp (0600); 
y-1670= a —600). Multiplicando todo por 741: 


741(y — 1670) =560(x — 600); 741 y — 1237470 = 560x — 336000 
Igualando a cero y reduciendo queda: 560x — 741y + 901470=0 


Despejando y: y. = IIATOFS60% 3 


peca 2741 
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La ecuación de la línea recta que pasa por C(600, 1670) y D(4305, 4470) es: 


xy: y 1670 = 2018706 — 600; y 1670 = 28% 600); 
Ax; y —1670= 95 — og A 600); y — 1670= Sp 5(%— 600); 
560, 


y-1670= Ta 600). Multiplicando todo por 741: 

741(y —1670)=560(x — 600); 741y — 1237470 =560x — 336000 

Igualando a cero y reduciendo queda: 560x — 741y + 901470=0 
— 901470— 560x 

rea 741 

La parábola es vertical y abre hacia abajo, su ecuacion es: (x — h)? =-—4p(y —k) 

Su vértice es V(1400, 5000). Sustituyendo estos valores: 

(x — 1400) =—4p(y — 5000) 

Como la parábola pasa por el punto E(0, 1937.5), sus valores satisfacen la ecuación: 

(0— 1400) =-4p(1937.5— 5000); 1960000 =—4p( — 3062.50) 

1960000 =12250p 


YY 


Despejando y: Y... = === coranodl (El) 


. y 1960000 _ 
-. Despejando a p: p= aso 7 160 
La ecuación general de la parábola queda como: (x — 1400) 
(x— 1400) =—640(y — 5000) 
Desarrollando el binomio y el producto en el lado derecho: 
x” — 2800x + 1960000 =—640y + 3200000 
— X —2800x + 1960000 — 3200000 _ x* — 2800x — 1240000 
pactola —640 640 
En el Punto de Impacto G, se cumple que: 
901470 +560x _ x7 —2800x — 1240000 
741 640 
Multiplicando cruzado: 
—640(901470 + 560x) = 741(x" — 2800x — 1240000) 
576940800 — 358400x =741x" — 2074800x — 918840000 
Reduciendo e igualando a cero: 741x? —1716400x — 341899200=0 
Resolviendo esta ecuación resulta: x, =2500.8291 m y x, =—184.4998 
Sustituyendo el valor de x, =2500.8291 en y,...., obtenemos: 
901470 + 560(2500.8291) 
EI 7 5 


—4(160)(y — 5000) 


Despejando a y: y, .... (E2) 


Ya = Y parábola 


=3106.524 m 


Finalmente, el punto de impacto G es: G (2500.8291, 3106.524) 
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Resumiendo: 
Eli 
> Ecuación 
ON Gráfica 7 E 48 a 
el 
T 
¿| ies 
¿| E 
s a, 
3 + 
2 (3 3 
= 3 e, 
3 (1-1) =-4p(x-») 
3 E 
El 
" 
e 
¿l S 
4 = 
éS A 
a O 
= pp 
: SI 
> a SS 
z («- 1) =-4p0r E) 
/ Ejercicio 10 


Hacer la gráfica correspondiente para cada problema: 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 4, hallar las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz 

y la longitud del lado recto para la ecuación dada y discutir el lugar geométrico correspondiente. 

y?=12x 

x= 12y 

y? +8x=0 

x2+2y=0 

Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y foco el punto (3,0). 

. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y foco el punto (0,3). 

Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y directriz la recta y - 

. Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y directriz la recta x + 5 = 0. 

. Una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje coincide con el eje X pasa por el punto 
(-2,4). Hallar la ecuación de la parábola. las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz 
y la longitud del lado recto. 

10.Encuentro la ecuación de la parábola si tiene: Vértice en (3, - 4), eje horizontal; pasa por el 

punto (2, -5). 


OPADAAILNE 
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11.Sea la función f(x) = ax? + bx + c. Determina a, b, c sabiendo que la gráfica pasa por los 
puntos: 
a)A(-2, 19), B (1, 4)yC (3, 14) 
b) A (-1,- 4), B (0, 5) y C (3, - 4) 
c)A(-2,-9), B (2,7) y C (4, 21) 
d) A(-3,-26), B (0, 4) y C (3, 28) 


12. 
En cada inciso se da la ecuación de una parábola en forma ordinaria, obtenga sus 

elementos y bosqueje su gráfica. 

1) (1+2Y 

2) (»-3) 


AAA 13.La figura se muestra un armazón 
arqueado de 80 metros de longitud con las 
alturas indicadas. Los "tirantes" verticales 
16 metros están a 10 metros uno del otro. Si tanto la 

N parte superior como la inferior del arco son 
arcos de parábola, redondeo hasta el metro 

más cercano la suma de longitudes de los 


tirantes verticales e inclinados. 
16 metros 


14. Hallar la ecuación de la parábola que se 
forma en el siguiente puente colgante y 
hallar la altura de los tirantes verticales que 


=== 80 metros ==—4 están a 1000' y a 2000". 


(+2100,526) y (2100,526) 


526' 


7 


146 
a | 
| 
4 


1 100] 
2001) 


ES 


1000" 


“| : 
2100' 2100' 
Y YAA IIED 020 02 2 0000000000000 UN 
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15.Hallar la ecuación general de la parábola que pasa por los puntos mostrados: 


Instrucciones: 


L En equipo, identifiquen cuáles de las siguientes ecuaciones corresponden a parábolas con 
V (0, 0) y en su caso indica hacia donde abren: 


1) 2+y=1 2). y? + 20x=0 3). x+2y=0 4). 4%+y=0 
5) x? =2y 6) 2y-10=0 7) y? = 4(-1)x 8) y = 2x2 
ll. Obtengan los elementos de las parábolas llenando los espacios faltantes en la tabla. 
Ecuación Vértice Foco EC. Directriz 
D]y=2x V(0.0) F(1,0) X=1 
2) | y?=-16x VO) F(-4,0) 
3) 20y 
4) [x?+2y=0 
5) v(0.0) 5 
6) 2x-3=0 
7) V(0.0) 2y+5=0 
e) Dix=-2 
4 


INSTRUCCIONES: Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios y realiza la gráfica 
correspondiente y preséntaselos a tu profesor para su revisión. 


1. Obtén todos los elementos (V, F, D, L.L.R.) 


1) y? =-16x 3) y? +2x=0 5) 2y? - 16x=0 
2) X? +5y =0 4) 2 12y=0 6) 4x2 + 10y=0 


ll. Obtén la ecuación de la parábola que cumple con las condiciones dadas. 
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1) Tiene su foco en (3, 0) y su directriz es x + 3 = 0. 

2) Tiene su vértice en el origen y la ecuación de su directriz es 4y — 7 = 0. 
3) Tiene su vértice en el origen y su foco en F (0, 4). 

4) Tiene su vértice en el origen, abre hacia la izquierda y L.L.R. = 10. 


5) Abre hacia arriba y su lado recto tiene por extremos los puntos L (-3, 2) y R (3, 2). 
6) Tiene su vértice en el origen, su eje focal sobre el eje “X” y pasa por el punto P (4, -4). 


7) Tiene su vértice en el origen, su eje focal sobre el eje “Y” y pasa por el punto Q (-4, -2). 
lil. Indica si las siguientes afirmaciones son falsas (F) o verdaderas (V): 
1) Si en una parábola p = 3, la longitud de su lado recto es 6. () 
2) La parábola y? + 8x = 0 es horizontal y abre hacia la izquierda. () 
3) El foco de una parábola está entre su vértice y la directriz. () 
4) Cuando la distancia de V a D en una parábola es 5, su lado recto mide 20.  () 
5) La parábola x? = 8y pasa por el punto A (7, 7). () 
6) La parábola y? + 16x = 0 pasa por el punto P (-4, -8). O 
7) El foco de la parábola 2x? — 8y = 0 es el punto F (0, 1). () 
8) La ecuación de la directriz de la parábola y2 = 6x es 2x + 3=0. () 
Determina la forma general de la ecuación de las parábolas: 
1) (c+ 2)? = 4(-3) (y — 1) 
2) (y — 5)? =4(2) (x+3) 
3) (x— 4) ?=20(y - 0) 
4) (y +2)? = 6(x +7) 
Determina la ecuación ordinaria de la parábola. 
1) y?-8x-3=0 
2) 2 -2x-4y+13=0 
3) y? - 10y -16x -169=0 
4) 2-8x +12y -144=0 
5) x?-2x-y +1=0 


Instrucciones: En equipo, resolver los siguientes problemas haciendo la gráfica 
correspondiente y entregar el reporte a tu profesor. 
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1) Determina la ecuación ordinaria de la parábola con vértice en (1, 3) y foco en (2, 3). 


2) Encuentra la ecuación de la parábola con vértice en el punto (-1, 1) y directriz la recta 2y 
-5=0. 


3) Determina la ecuación de la parábola sí su vértice (2, 3), y el foco en (1, 3). 


4) Traza la gráfica y hallar la ecuación ordinaria de la parábola con vértice en (-2, 4) y foco 
en (-2, 5). 


5) Determina la ecuación ordinaria de la parábola con foco en (-1,2) y directriz y = 5. 


6) Encuentra la ecuación de la parábola que cumple con las siguientes condiciones: V (-2, 
5) y F (4, 5). 


7) Tiene su foco en F (-1, 0) y directriz la recta x— 1 = 0. 
8) Encuentra todos los elementos y gráfica de cada una de las parábolas: 
a) (y + 3? = -10(x—2) b) (x+1)? = 4(x + 2) 0) 2 =-6(y -2) 


INSTRUCCIONES: Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios y realiza la gráfica 
correspondiente y preséntaselos a tu profesor para su revisión. 


L Obtén la ecuación de la parábola que cumple con las condiciones dadas. 

1) Tiene vértice en V (-4, 3) y foco en F (-2, 3). 

2) Tiene su vértice en V (-2, 3) y su foco en F (-3, 3). 

3) Tiene Foco en F (6, -2) y directriz la recta cuya ecuación es y — 4= 0. 

4) Tiene su vértice en V (0, -2) y directriz la recta y + 1= 0. 

5) Tiene vértice en el punto (2, 3), eje focal paralelo al eje “Y” y pase por el punto B (4, 4). 
6) Tiene su vértice en V (1, -2), eje focal paralelo a “X” y pasa por el punto P (5, 2). 

7) Tiene por lado recto la recta que une A (-2, 2) con B (-2, -4) y abre hacia la derecha. 
8) Tiene por lado recto la recta que une L (-1, 1) con R (7, 1) y abre hacia abajo. 

9) Tiene eje paralelo al eje “Y” y pase por los puntos A (4, 5), B (-2, 11) y C (-4, 21). 
10) Tiene eje paralelo al eje “X” y pasa por los puntos P (2, 7), Q (2, 5) y R (1, 6). 


ll. Cada una de las ecuaciones descritas a continuación corresponde a parábolas. Localiza 
el vértice, el foco, la ecuación de la directriz, y entrega un reporte a tu profesor: 
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a) 

b) y? —- 8x + 4y +1 
Cc) y? +4x+4y=0 
d) 4y? + 24x + 12y-39=0 
e) 8y? + 22x — 24y — 128=0 
1)x2-6x-12y-15=0 

9) x+4x+4y-4=0 

h) 2 — 8x + 3y + 1 

) 6x2 — 8x + 6y + 1 

1) 5x2 40x + 4y +84=0 


0 


1) Hallar la 
ecuación del arco 
parabólico 
mostrado en la 
figura. 

2) Hallar la 


ecuación de la 
parábola de cada 
uno de los 
siguientes 
puentes 
sabiendo que el 
arco que los sustenta es parabólico. 


Vértice 
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3 


Se lanza un cuerpo oblicuamente hacia arriba con una velocidad de 30 m/s desde el 
punto Cs situado a 10 m del suelo. Su altura en cada instante está dada por la 
ecuación y = 301 - 4.9? + 10, y su velocidad en el instante t, por v =-— 9.8 t + 30. El 
movimiento es parabólico y se sabe que cuando ocurre la altura máxima su 
velocidad es cero. 


Y 
Altura on m 


Instante cuando Ymáx 


Tiompo tons 
Sugerencia: Grafica las dos funciones y(t) y v(t) en la misma gráfica 

a. ¿En qué instante fla altura es máxima? 

b. ¿Cuánto vale la altura máxima alcanzada Y máx (Punto Az)? 

b. c. ¿En qué instante £ caerá al suelo (y = 0)? ¿Cuál será la velocidad del 
objeto en ese momento? 

d. ¿Cuánto valen las coordenadas del Punto de Caída C? 


4) Si lanzamos una piedra al aire la altura de la piedra recorre la siguiente función f(t) = -5t? 
+ 50t siendo t el tiempo en segundos, y f(t) la altura en metros. 


Calcula el segundo que alcanza la máxima altura y cuál es la máxima altura. 
¿En qué segundo cae a tierra?. Representa la función. 


5) Un jugador de fútbol se encuentra a 8 metros de la portería. El portero está a 4 metros y 
puede cubrir saltando hasta 2'5 metros de altura. El jugador puede escoger para hacer el 
lanzamiento entre dos trayectorias, las correspondientes a las funciones y = 0'4x — 0'05x? e 
y = 1'6x - 0'2x?, ¿Cuál es mejor?. ¿Por qué?. 


XI Elipse 
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Lugar geométrico de los 


La elipse puntos del plano cuya 
Es el conjunto de puntos (x; y) del plano tales que e E ñ e 
la suma de sus distancias a dos puntos fijos F, y llamados focos, es igual a 


F> (focos) es una constante. d, + d, = constante una cantidad constante 
2a. d1+d2=2a 


La distancia entre los focos 
es la distancia focal, la cual 
es igual a 2c y en medio 
siempre estará el centro de 
la elipse C. 


Propiedades de reflexión de la elipse. 

Las elipses tienen dos aplicaciones comunes con las demás secciones cónicas y algunas de 
aplicaciones únicas. 

Durante dos mil años, se creyó que los planetas se movían en órbitas circulares alrededor de la 
Tierra, según el Modelo Aristotélico. Después en el s. XVII, Johannes Kepler, demostró que las 
órbitas son elípticas y que el Sol está en uno de los focos, sin embargo es posible la existencia 
de órbitas circulares o casi circulares como la de la Tierra. 

Otra propiedad que tienen en común las elipses, con las demás secciones cónicas es la 
propiedad reflectora. Una fuente luminosa en un foco de una elipse se refleja hacia el otro foco. 
La aplicación principal de esto se observa en las bóvedas de los murmullos, que son unos 
recintos con bóveda elíptica en donde una persona en uno de los focos puede murmurar a 
alguien que esté en el otro sin que lo oigan los demás. Ejemplos de estas galerías son: el 
vestíbulo National Statuary Hall del Capitolio (E.U.A.), el Tabernáculo de Mormón en Salt Lake 
City (E.U.A.), el domo de la Catedral de San Pablo en Londres (Inglaterra). 


Una aplicación más científica es el empleo de reflectores elípticos de ultrasonido para disgregar 
cálculos renales: se coloca el reflector de tal modo que el cálculo esté en uno de los focos y la 
fuente sonora en el otro, las ondas se concentran en la piedra haciéndola vibrar y 
desintegrándola. 


11.1 Elementos notables de una elipse 


La recta que pasa por F, y F2 la llamaremos eje focal, el eje focal corta la elipse en los puntos Va 
y Va, los cuales llamaremos vértices. 


El segmento comprendido entre los vértices VaVa, se llama eje mayor, el punto medio del eje 
mayor señalado como C, es el centro de la elipse. La longitud del eje mayor es 2a. 
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La recta 

perpendicular al eje 

mayor en el centro de 

A Math kb) B la elipse se llama eje 
=> == normal, el cual 

, Ñ intercepta a la elipse 
/ S en los puntos 

z D Bl llamados My y M», el 

/ P A segmento MM se 


LN) o qe.1y denomina eje menor 
q a, ” 12: y su longitud es igual 
/ a2b. 
b, 
, 
E a — E 
“ = a 
U Cualquier segmento que une dos 


puntos cualesquiera de la elipse, se 

denomina cuerda, particularmente 

si la cuerda pasa por uno de los 

focos, se le llama cuerda focal. Si la 

cuerda focal es perpendicular al eje 

v b V 2b Mayor se le llama lado recto. Sila 

cuerda pasa por el centro se le 

llama diámetro. El segmento que 

une un punto cualquiera de la 

| elipse y cualquiera de los focos, se 
le llama radio focal o radio vector. 


La relación entre los valores de a, b 

2a y c, satisfacen el Teorema de 
Pitagoras: a? = b2 + cz, y sus variantes despejadas: b* = a? - c2 o c? = a? - b?, en las cuales el 
valor despejado en el lado izquierdo es desconocido y los valores en el lado derecho son 
conocidos. 


La longitud del eje mayor es 2a y del eje menor es 2b. Si nos dan las longitudes de los semiejes, 
entonces nos estarán dando los valores simples de a y b. 

Construcción de una Elipse con regla y compás 

Una forma de construir una elipse con reglas y compás, se obtiene usando el procedimiento 
siguiente: 


Método 1: 
a) Se supone que se conoce la longitud de los semiejes mayor a y el semieje menor b. 
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b) Se trazan 2 circunferencias 
con centro común al de la 
elipse, de radios r,=4a y 


n=b. 


c) Por el centro de la elipse “C” 
se trazan varios radios que 


cortarán a las 2 
circunferencias en los puntos 
PyQ. 


d) Por los puntos P se trazan 
rectas paralelas al eje menor y 
por los puntos Q rectas 
paralelas al eje mayor, el 
punto de cruce *M” de estas 
rectas paralelas, son puntos 
de la elipse. 


e) Repitiendo el paso anterior tantas veces como se crea conveniente, se tendrán 
tantos puntos de la elipse que al unirlos con linea continua se obtendrá un 
bosquejo bastante aceptable de la curva. 


Método 2: 
La elipse es una curva cónica. Hay varios procedimientos de construcción de elipses por puntos. 


En este caso vamos a ver cómo construir una elipse cuando nos dan como dato los dos ejes de 
la elipse. 


En esta construcción, tenemos dispuestos los ejes como en la figura, pero si no nos lo dan en 
esta posición, debemos de saber que los dos ejes son perpendiculares entre si y que se cortan 
en el punto medio de los dos ejes. El tamaño de los ejes, lógicamente, también puede ser 
numérico. En este caso, hay que seguir las siguientes operaciones: 


OPERACIONE 
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1. A partir de uno de los extremos del eje menor, por ejemplo el punto D, se traza un arco con 
una medida del compás equivalente a la mitad del eje mayor, esto es, la distancia OB. 
Obtenemos los dos focos de la elipse: F y F". 


2. En el espacio existente entre F y F, se llevan tres medidas cualesquiera y que sean 
equidistantes de O. 

Para que esta operación sea más sencilla, trazamos tres circunferencias concéntricas desde el 
centro O. Obtenemos las marcas 1, 2 y 3, por un lado y 1', 2! y 3', por el otro lado, 


3. Las marcas creadas servirán para hacer los arcos de la siguiente forma. Por ejemplo, con la 
marca 3, la medida A3 servirá para hacer un arco (desde F) y la medida B3 servirá para hacer el 
otro arco (en este caso desde F'). Haciendo centro con el compás en el punto F y con un radio A- 
3, trazamos un arco. De la misma forma, haciendo centro en F' y con un radio de B-3, trazamos 
otro arco que corta al anterior en los puntos P1 y P2. 


Esto es: 
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Py e 
Les 
F e F 
Ar pS A e 8 
Pe D 


al sig 


4, Se repite la misma operación con todos los puntos originados en la operación anterior (1, 2, 
3, 1”, 2 y 3). Es un proceso un poco tedioso, pero nada complicado. Se obtienen los puntos que 
aparecen en la imagen de abajo. 


5. Este es un trazado mediante el cálculo de puntos, por lo que no se puede utilizar el compás 
para el trazado de la elipse. Por lo tanto, habrá que utilizar las curvígrafo o plantillas de curvas 
(las más utilizadas son las plantillas Burmester). Utilizando unas plantillas de curvas se unen 
todos los puntos para obtener la elipse. 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS()  ANTUNEZBOOK 2 


11.2 Ecuación canónica de la elipse horizontal y vertical con centro en el 
origen C (0, 0) y eje focal paralelo a los ejes de coordenadas. 


Py) PR 


A'(-a,0) 


Afa,0) 


] 


'(0,-b) 


La condición de movimiento del punto P(x, y), dada por la definición es: 
PF + PF2 = Constante = 2a.. 
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Aplicando la fórmula para determinar la distancia entre dos puntos, se tiene: 
PE = Ya +0) + y y PR = V(x - oy + y 
De modo que al sustituir en (1) queda: 
Aro + y + (a - oy + y =2a 
Despejando al segundo radical: 
Go + y =2a- Vd + o + y 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y desarrollando, tendremos: 
G-Y+y 
2-2 ++ y = da day + y? +x0+2cx +0 +y? 
Reduciendo: 


dayVaro+y =4a + dex 

Dividiendo entre 4, se tiene: 

aya+o+y =a +cx 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y reduciendo: 
(Varo +y Y = (ad? + cx) 

Aro +y) = ala ox 

a+ lex +0 +y)=al +2a%cx +0%x? 
ad+lacorao+ady =a + lao + ox? 


adraitrady =a 0 
at-adray =al ate? 
Factorizando: 

(2¿-A +rdy=a —<c?). 
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La última desigualdad nos dice, que la diferencia a? — c?, es constante y positiva, de tal 


manera que podemos representarla por b”, puesto que la letra b representa comúnmente 


una constante y el exponente 2 garantiza que es positiva, o sea: 


2 2 2 
a—c=b 


Por lo tanto, la ecuación (2) de la elipse se transforma en: 
ex ray =0b... D) 
Dividiendo ambos miembros entre a*b*, queda: 
yy a 


91 Pq 
ab ab 
Finalmente la Ecuación simétrica de la Elipse horizontal queda: 


=% +%=1 Con Fc, 0) y FA(—c, 0) sobre el eje X 
a 
Si la elipse es vertical, de la misma forma, queda: 


Con F(0, c) y Fx(0, —c) sobre el eje Y 


bp 
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del semieje menor, 
ces la distancia del centro a cada foco, donde a, b y c, están ligados por la 
relación: a? =b*+c? 


También para cada elipse, la longitud del lado recto es 20 


y la excentricidad e está dada por la fórmula: e = A = 


Ecuación canónica de la elipse 


Las elipses están centradas en el origen con focos 
en el eje x (a) y eje y (b) 


Semieje mayor: a 


> 
[(b, 0) 


Semieje mayor: a 
a 
2 
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Precisamente veremos que la excentricidad debe ser cualquier número mayor que cero 
pero menor que uno. 
Es decir: 1>e>0. 


En efecto, si e=0 forzosamente c=0 y de la fórmula a? - 0? = b? se deduce que a=b, en cuyo 
caso la curva es una circunferencia, la que puede ser considerada como un caso particular de 
elipse con excentricidad nula. 
Ahora, si e=1 es evidente que a=c y de la propia fórmula a? - e? = b? resulta: b=0, en cuyo 
caso la deformación ha sido total, de tal manera que la curva se ha convertido en línea recta. En 
consecuencia: 1>e>0 
Conforme el valor de “e” crece, los focos de la elipse se separan alejándose del 

centro y “b” decrece. 

La ecuación permite ver que x solamente puede variar desde -a hasta +a porque afuera 
de estos valores los de y resultan imaginarios. Del mismo modo, la ecuación justifica que y 
únicamente pueda variar desde -b hasta +b. En síntesis, la elipse nada más existe dentro del 
rectángulo que aparece en la figura. 


La ecuación permite ver que la elipse es simétrica con relación al eje de las abscisas, porque 
para cada valor de x, se obtienen dos valores de y iguales y con signos contrarios. Análogamente, 
la ecuación demuestra que también hay simetría con relación al eje de las ordenadas. 
Consecuentemente con esto el origen es centro de simetría. 

Ejemplo. Determinar la longitud del eje mayor y del eje menor, las coordenadas de los focos y de 
los vértices y hacer la gráfica de la elipse dada por la ecuación: 


' 9x2 + 16y2= 144 
SOLUCIÓN: Dividiendo ambos miembros de la ecuación entre 144 y simplificando: 
a 
9, 16yY_ 144 
144 ' 144 144 
de 
Y 
E+2=1 
16" 9 


El mayor denominador es a? =16>a=VI6=4 


El menor denominador es b? =9>b=-/9=3 
La elipse es horizontal. 


= va-b*=v16-9=vV7 


Por lo que la excentricidad es: e = 


La elipse intercepta a los ejes de coordenadas en: 

Vi (4, 0), V2(4, 0), Mx(0, - 3) y Mi(0, 3). Finalmente, las 
coordenadas de los focos son: FX(— V7, 0) y F, (V7, 0) 
Además: 

Eje mayor = 2a = 8 

Eje menor = 2b = 6 
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Cónica 
o p:9x+16y"=144 ln 


* V=(40) 
e V,=(4,0) 
Segmento 
0 a-4 

e b=3 

e c=265 


c Centro, 7 


Punto 
a e Centro =(0,0) 
e F,=(265,0) 
e F,=(265,0) 


e 
Ejemplo. Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje 
de coordenadas Y. Si uno de los focos es (0, 4) y la excentricidad es igual a %. Hallar las 


coordenadas del otro foco, las longitudes de los ejes mayor y menor, la ecuación de la elipse y la 
longitud de cada uno de los lados rectos. La elipse es vertical. 


Solución: Uno de los focos es F, (O, 4) que corresponde a un foco de coordenadas F, (0, c) luego 
€ = 4, y directamente se puede hallar el otro foco F2 (0, -c) que será Fa (0, -4). 
Como la excentricidad es igual a %, y ésta viene dada por la expresión: 


E 3 a=4x2 > a 
a 


8 
Conociendo el valor de a = 8 y c= 4, entonces podemos hallar el valor de b. 


b=vao= Ve = 4 64-16 = 48 = 443 


> b=443 


Por deducción de fórmulas tenemos que las longitudes de los ejes mayor y menor corresponden 
alos valores de: Ejemayor=2a=2x8=16 
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Eje menor = 2b =2 x 444 = 8/3 


La ecuación de la elipse corresponde a la forma: 


2 2 a 2 
A ay a pa 
bro (4483) a? 16x3 64 48 64 
2 
2 
La longitud de cada lado recto es En = A = a, =5312 


Si simplificamos la ecuación de la elipse, queda: 4x2 + 3y2 = 192 


Cónica 

O pá +3ye= 192 Punto 
9 Centro=(0,0) 

. F=(0,4) 

e F,=(0,-4) 

e M,=(693,0) 

9 M_=(559,0) 

e V,=(0,8) 

e V,=10,-3) 


Ejemplo. Se debe hacer un canal cuya sección transversal debe tener forma semielíptica con un 
ancho en la parte superior de 10 m y un claro (máxima profundidad del canal) de 4 m. De acuerdo 
con esto, ¿cuál es la ecuación ordinaria de la elipse que describe la sección del canal y cuál es 
la profundidad del arco en los puntos situados a 3 m del centro? 
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Solución: 


De la figura se observa que la elipse es horizontal con centro en el origen del plano, por lo tanto 
2 ye 
3 z =1 
la ecuación a utilizar es 27 b 
A partir de la figura se establece que a=5 y b=4. 
Se sustituye el valor de a y b en la ecuación a utilizar y se obtiene la ecuación ordinaria de la 
AO E 
elipse que describe la sección del canal: 25 * 16 
A partir de la figura se establece que un punto en el arco del canal es P (3, p). Este punto se 


sustituye en la ecuación ordinaria y se obtiene la profundidad p del arco del canal a 3 m de su 
e, os ( Mo ) 
Z pe => 


centro: 25 16. Despejando a p, se tiene 
11.2 Ecuación ordinaria de la Elipse horizontal y vertical con centro C (h, 
k) fuera del origen y eje focal paralelo a los ejes de coordenadas. 


h=3.2m 


(h, k+ b) 


(h—a,k) (h+a,k) 


(h, k—b) 


(a =P z PP 4 
e e 
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Ecuación de la Elipse con Centro Fuera del Origen 


(h, k+a) 
(h, k+c) 


Si la elipse tiene centro C(h, k) 


y 


Semieje mayor: a 


Semieje mayor: a 


ELIPSE POSICIONES 


Eljpse horizontal >> cuando el eje mayor es el 
eje Xo paralelo a éste. 


Elipse cl cuando el eje mayor es el eje Y | 
o paralelo a éste. 


PUNTOS Y RECTAS NOTABLES 
PF 4 PF'=V V'-> Condición de la elipse 
Puntos: C > Centro , VW'>Vénices , FF'->Focos 


Ejes: BB'->> Eje menor , VV'-> Eje mayor , FF'>> Ejefocal , NN'-> Lado Recto 


Cuando se presenta que el centro de la elipse tiene de coordenadas, los puntos C (h, k) el eje 
mayor puede estar paralelo al eje X o al eje Y. Para deducir las respectivas fórmulas se utilizan 


las expresiones obtenidas para traslación de ejes. Para cada uno de los casos se tiene: 
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La ecuación de la elipse de centro C(h,k) y el eje focal paralelo al eje X, 
Elipse horizontal, está dada por la ecuación de la forma: 
GAY Y 
y ==+ a > 
) a b? 
La ecuación de la elipse de centro C(h,k) y el eje focal paralelo al eje Y, 
Elipse vertical, está dada por la ecuación de la forma: 
2 e? 

( Ea E Y e 

b a 
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del semieje menor, 
ces la distancia del centro a cada foco, donde a, b y c, están ligados por la 


a>b 


2) 


l, a>b 


relación: a?=b*+c* 


También para cada elipse, la longitud del lado recto es 


y la excentricidad e está dada por la fórmula: e = : = 


a 


La ecuación 1, corresponde a la ecuación de la elipse concentro en C(h, k) 


Focos en: Fr(h+c,k); Fa(h-c,k) 


Vérticesen: V¡(h+ak); Va(h-a,k) yeleje mayores paralelo aleje x. 


La ecuación 2, corresponde a la ecuación de la elipse con centro en C(h, k) 
Focos en Fi(h,k+0); F2(h,k= 0) 
Vérticesen: Y,(h.k+a); v,(h,.k-a) yel eje mayores paralelo aleje y 


Ejemplo: Determinar la ecuación de la elipse que tiene por vértices Va (-10,6) y Va (10,6) y cuya 
longitud de su lado recto es 10. 

La elipse es horizontal y queda determinada cuando se conoce su centro C (h, k) y los valores de 
a,byc. 

A la mitad de la longitud del segmento formado por los vértices V1V2 se encuentra el centro de 
la elipse, por lo que si hallamos el punto medio del segmento, este será el centro C (h, k) buscado, 
esto es: 
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5h 104 10_0_ 
E iS 
+», 
= 17% 01-12 62 E centro es CX0, 6) 


La distancia del Centro a cualquier vértice es a, en este caso: 
a=10 


La longitud del lado recto es 10, .. LR = z =10 


100 


Despejando b: b= =V50 
se = Va —b=x1/10”-(V30y =V100-50= 150 
Por lo que la excentricidad es: e = Ñ = 2 
Sustituyendo en la ecuación canónica horizontal: 
A AN 

10? (v50y 100 50 
Y Y Dy +36 
100 50 _ 


Multiplicando toda la ecuación por 100(50) = 5000, queda: 
S0x? + 100y” — 1200y + 3600 — 5000 =0 

50x? + 100y” —1200y —1400=0 

Dividiendo todo entre 50, queda: 

Y +2y?-24y -28=0 

La elipse es horizontal. 

La elipse intercepta a los ejes de coordenadas en: 

Ma(0, 6— 130) y M¡(0, 6 + V50). Finalmente, las 
coordenadas de los focos son: F(— 1/50, 6 ) yE( 50, 6) 
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Cónica 
e pixo2y- 20-28 


8 Centro=(0,8) 
e F,>(797,6) 
" 5) 


Problema: Un arco semielíptico de concreto armado, tiene un claro (distancia entre los 
apoyos) de 10 metros y una altura máxima de 4 metros (ver figura). Para construir dicho 
arco, es necesario apuntalarlo a distancias cada 2 metros, se pide obtener la altura de 
cada puntal. 


Solución 
Para obtener magnitudes de la elipse y poder 
ma [plo obtener su ecuación, ubicamos el arco 
7 semieliptico en un sistema de ejes 
coordenados como se muestra en la figura: su 
ecuación es de la foma Da. 


(ar, (pk 


2a=10; a=5; longitud del semieje menor 
b=4; coordenadas del centro  C(5,0), 


puntales 
poe 


- Longitud del eje mayor 


ecuación de la elipse E 1. La 


6 
altura de los puntales se obtienen despejando 
la variable “y” de la ecuación de la elipse y considerando solo la parte positiva: 


y= ¿io + Por simetría de la elipse, los puntales en 2 y 8 metros son de igual longitud, 


lo mismo en 4 y 6 metros: 


2 ho(2)-0y =3.20 metros 


5 
4 


six=4;) 


3.92 metros 


1o(4)-(3) 


5 


11.3 La ecuación general de la Elipse 
La ecuación general de las cónicas incluyendo a la circunferencia es la siguiente: 
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AZ + Bxy + Cy? + Dx +Ey +F=0 
En la cual los coeficientes A, B y C no son todos cero. 
El término Bxy es para cónicas con eje oblicuo y diagonal, las cuales no son estudiadas en este 
libro, porque sólo estudiamos cónicas con eje horizontal o eje vertical. Por lo tanto, consideramos 
que B= 0 y la ecuación general se reduce a: 


Ax? + Cy? + Dx +Ey +F=0 
Para la Elipse se cumplen las siguientes condiciones: 


* Primera. Una ecuación con dos variables de segundo grado representa una 
Elipse si los coeficientes A de x? y C de y? son distintos y del mismo signo. 

* Segunda. Si la ecuación contiene términos de primer grado, el centro está fuera del 
origen. Si la ecuación carece de uno de los términos de primer grado, el centro 
está sobre el eje del sistema de nombre distinto al término faltante. 


e Tercera. Si la ecuación no tiene término independiente, la Elipse pasa por el 
origen. 


Por lo que se refiere a determinar el centro y los demás elementos de la elipse a partir de la 
ecuación desarrollada, lo lograremos si la llevamos a la forma común o canónica en la que 
intervienen binomios al cuadrado y a la que se llega completando trinomios cuadrados 
perfectos en x e y, como se muestra en los Ejemplos siguientes: 


Ejemplo. Hallar todos los elementos de la elipse cuya ecuación general es: 

9x” + 4y? +36x — 24y +36=0 

SOLUCIÓN: 

Es suficiente observar que los coeficientes de x? e y? son desiguales y del mismo 
signo y que no hay término oblicuo, para asegurar que la ecuación sí representa 
una elipse, con ejes de simetría paralelos a los de coordenadas. 

Si llevamos esta ecuación a la forma canónica, nos servirá para determinar los 
elementos de la curva. Completando a Trinomios Cuadrados Perfectos (TCP) 

en x e y en la ecuación dada. 

Factorizamos los coeficientes de x? e y? y después sumamos y restamos la mitad 
al cuadrado del coeficiente de x e y, queda: 

Mx +4x +07)+ Ay? —6y +(-3))+36-92) - 4-3) =0 

90 +4x +4)+ My? —6y +9)+36-9(4) - 4(9)=0 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS)  ANTUNEZBOOK 2 


Dentro de cada paréntesis queda un TCP que se reducen a un binomio al cuadrado: 
9(x +2) +4(y -3) =36 
Dividiendo toda la ecuación entre 36 para obtener 1, se tiene: 
9427, y 
36 36 36 
Simplificando: 


A e 
e a! 


+. La elipse es vertical con Centro en C(— 2, 3). Note que se toman con 
signo contrario los valores entre paréntesis. 

4 =9>a=1V9=3 

DP =4>b=V4=20=V242-b =V9-4=v3 

Por lo tanto, los focos son: F¡(—2,3+ V5) y F(-2,3- V5) 

Sus vértices son:V(—2,3+ 3) y Va(—2,3- 3) > V,(—2, 6) y Va —2, 0) 


Cónica 
e p:0xr+dy!+36x- 24y =-36 


Punto 
Centro = (2, 9) 
F,=(2,5:26) 
F,=(2,0.76) 
M,=(0,3) 
M,=(4,9) 
V,=(2,6) 

v,= 12,0) 


Segmento 
ea=3 
eb=2 
e c=224 
o 16 
o =4 
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Ejemplo. Hallar todos los elementos de la elipse cuya ecuación general es: 

11x? +36y? — 44x — 144y — 208=0 

SOLUCIÓN: 

Transformando esta ecuación a la forma canónica, podemos determinar los 

elementos de la curva. Completando a Trinomios Cuadrados Perfectos (TCP) 

en x e y en la ecuación dada. 

Factorizamos los coeficientes de x? e y? y después sumamos y restamos la mitad 

al cuadrado del coeficiente de x e y, queda: 

116é —4x +(-2))+ 36(y” — dy +(—2)) -208—11(—2) -36(-2) =0 

1164 —4x +4) + 36(y? — dy + 4) — 208 —11(4) — 36(4)=0 

Dentro de cada paréntesis queda un TCP que se reducen a un binomio al cuadrado: 
Lx — 2) + 36(y — 2) =306 

Dividiendo toda la ecuación entre 396 para obtener 1, se tiene: 


1(x—2Y  36(y-2Y _ 396 


396 396 39% 
Simplificando: 
ay Ay 

36 mí 


/. La elipse es horizontal con Centro en C(2, 2). Note que se toman con 
signo contrario los valores entre paréntesis. 

4 =36>1=1V36=6 
b'=11>b=V11,c=Va'—b'=1V36-11=V25=5 

Por lo tanto, los focos son: F¡(2 +5, 2) y Fa(2 — 5,2) > F¡(7, 2) y F¿(— 3,2) 
Sus vértices son:V¡(2 +6, 2) y Va(2— 6, 2) > V¡(8, 2) y Va(— 4, 2) 
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6 Cónica 
Ma 0 p:11x"+36y? -48x - 144y = 208 


Punto 
Mi 9 Centro=(2,2) 
Y e F,= 72 
e F,=(-3,2) 
> e M,=(2,-132) 
e M,=(2,532) 
+ ev, 


ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE HORIZONTAL 
Sea la ecuación ordinaria trasladada de la elipse horizontal: 
2 2 
Gal, Y 


a? b 
desarrollando se tiene: 
2h? y 2 Ae 
2 +A 21 
a b 


multiplicando por a?b?: 
2p2(,2_ 2) lol 2 mty pl 
aer Za ), el DAA 25) 


a 
> Plantea ly? 2) +4?)=a?b? 
> Pe-mixirbira y? 20 yk ra? =a?p? 
acomodando: 
eeray-2b 22 y +btn + a? ab? =0 
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realizando los siguientes cambios de variable: 
A=b?, C=al, D=-M'h, E=-20k, F=b M0 +a? at? 


la expresión queda como: 
A? + Cy? +Dx+ Ey+F=0 


que es la ecuación general de la elipse horizontal. A+C, pero del mismo signo. 


ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE VERTICAL 


Sea la ecuación ordinaria trasladada de la elipse vertical 
v] 2 
(MA 
xa 


PAE EE, 
p? a 
desarrollando se tiene: 
X-2xh+h? y 2 e 
p? a? 
multiplicando por a?b? : 


Pele?) a orly? 242) 
p? a a o 
> Ple -2m+mt)eo (y? -2y4+4)=a20? 
> de-20xhrai+by yA 
acomodando: 
axr+bty 2 2 yr a? ba 
realizando los siguientes cambios de variable: 
A=a?, C=b?, D=-20h, E=-2b%k, F=a ii +b Nay? 
la expresión queda como: 


50) 


adp? 


Ax? +Cy?+Dx+ Ey+F=0 


que es la ecuación general de la elipse vertical. A + C., pero del mismo signo. 
Ejemplo: Hallar la ecuación de la elipse vertical cuyo semieje mayor tiene una longitud de 3 y su 
semieje menor de 2 y su centro es el origen: 
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om, 
a) 


En (2), el denominador de y? es mayor que el denominador de x?: de donde, el eje 


focal coincide con el ejey. Así que: 


a=3 
b=2 
e=J94 => c=45 


> Pia => 7/03) 
V'(0, —a) > V(0. 3) 
FI0, c) = FO, 45) 
FO, -c) => FO, 4/3) 

: longitud del eje mayor 


: longitud del eje menor 


: longitud de cada lado recto. 


Ejemplo: Hallar la ecuación de la elipse horizontal cuyo semieje mayor tiene una longitud de 5 y 
su semieje menor de 4 y su centro es el origen: 


ola ajio tb 
Foco Radio mayor Ejemplo simple 


; 2 


Ejemplo: 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS()  ANTUNEZBOOK 2 


Reducir la ecuación x? + 4y? -6x+16y+21=0 ala forma ordinaria de 
la ecuación de una elipse y determinar las coordenadas del centro, vértices 
y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la cuerda normal; y la 


excentricidad. Solución: 
x? + 4y? -6x+16y+21=0 
Completando cuadrados para x e y: 


(k2 —ox+o)raly?+4y +4)= 2149416 
(x-3Y +aly+2P =4 


OMT 
4 1 


Dela ecuación tenemos: C= (h,k)=(3,-2) 


ó 


Luego los vértices de la elipse se obtienen de : 
V,=(5,2) 


» V=(htak)=(3+2-2) » Bú 
Va = (1-2) 
El valor de c = V(a? — b?) =V(4 - 1) = 13 
Por lo tanto, las coordenadas de los focos son: F1 (3 + V3, -2) y F2 (3 - V3, -2) 
Desarrollando los binomios al cuadrado y multiplicando todo por el producto de los 


denominadores 4(1) = 4, se obtiene: 


10 - 6x + 9) + 42 + 4y +4)=4(1) 

x2- 6x+9+4y2+ 16y+16-4=0 

x2 + Ay? - 6x + 16y+21=0 
Gráficamente: 
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Ejemplo: 


Cónica 
aorta 


v.=00.2) 


1.03 


Búsquese la ecuación de la elipse que tenga como centro C=(-2,4) y 
sea tangente a los dos ejes de coordenadas. 


Solución: 


bar, 


bp? a 


y—kP 


Sea: 0: El 


1 


Para este caso 


o a: Distanciade C aleje X 


» 24» 16 


+ b: Distanciade C aleje Y 


» b=2 » b?=4 


+2? 
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Ejemplo: 
La órbita que describe la Tierra alrededor del Sol es aproximadamente una 


elipse, con el Sol en uno de los focos. Si el eje mayor de la órbita elíptica 
es de 300000 km. y la excentricidad es de 0,017 aproximadamente. 
Hallar la distancia máxima y mínima de la Tierra al Sol. 

Solución: 


Delos datos y según el gráfico, tenemos que : 
+ 2a=300000 » a=150000 


Del valor aproximado de la excentricidad de la elipse : 


o e=3=0017 » c=0,017xa=0,017x150000 » c=2550 


Luego: 
o Máximo: a+c=150000+2550 a+c=152550 


+ Mínimo: a-c=150000-2550 sm» a-c=147450 


LN 
E 
eS 


NM 
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Ejemplo. Calcula la ecuación de la elipse horizontal que tiene una excentricidad de e = 0, con centro 


en el punto C(5,4) y cuya distancia del centro al foco es de 4 unidades, 
+ La distancia del centro de la elipse a uno de sus focos es €. 


+ Luego,c=4 
« A partir de la excentricidad podemos calcular el valor de a: 
el » 0mÍl >» 05 
7 a 


+ Y con los valores de a y e podemos calcular el valor de b: 
b= VP-A=VB-16=v5=3 
+ Entonces, ya tenemos todos los datos que se requieren para conocer la ecuación y todos los 
elementos de la elipse: 
Y La elipse es horizontal, 
Va=5b=3yc=4, 
Y h=5yk=4 


+ La ecuación de esta elipse es: 


A 
25 9 


+ A partir de los valores de h, k, a y c podemos fácilmente calcular las coordenadas de los 
focos y de los vértices de la elipse. 


El centro de la Elipse es C (5, 4). El valor de c = 4. Por lo tanto, las coordenadas de los focos son: 


F1 (5 +4, 4) y F2 (5 - 4, 4), o sea: F1 (9, 4) y Fa (1, 4), 


Desarrollando los binomios al cuadrado y multiplicando todo por el producto de los 


denominadores 25(9) = 225, se obtiene: 
9(2 - 10x + 25) + 25(y? - 8y + 16) = 225(1) 
9x? - 90x + 225 + 25y?- 200y + 400 - 22. 
9x2 + 25y2 - 90x- 200y + 225 + 400 - 22! 
9x? + 25y? - 90x - 200y + 400 = 0 


Gráficamente: 


Cónica 
e p:9x+25y"-90x-200y=400 14, 


[cana a.s v,=(10,4) 
Centro =(5,4) a - 
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= Objetos Libres 
F, =(2.24,0) 


Oc:x /94y?/4=1 
= Objetos Depencientes 

9 A- (224, 1.33) 
10 B=(224,-133) 


O dex=2.24 
O distanciaBA = 2.07 
9 e=257 


J 


l Ejercicio 11 
Hacer la gráfica correspondiente para cada problema: 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 4, hallar las coordenadas de los vértices y focos, las 

longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud de cada uno de sus lados 

rectos de la elipse correspondiente. 

. 9x2+ 4y2=36 

4x2 +9y2=36 

. 16x2+ 25y2= 400 

. É+3y=6 

.. Hallar la ecuación de la elipse cuyos vértices son los puntos (4,0), (-4,0) y cuyos focos son los 

puntos (3,0) y (-3,0). 

6. Los vértices de una elipse son (0,6) y (0,-6) y sus focos son los puntos (0,4) y (0,-4). 
Hallar su ecuación. 

7. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos son los puntos (2,0), (-2,0) y su excentricidad es 
igual a 2/3. 

8. Los focos de una elipse son los puntos (3,0), (-3,0) y la longitud de uno cualquiera de sus 
lados rectos es igual a 9. Hallar su ecuación. 

9. Hallar la ecuación y la excentricidad de una elipse que tiene su centro en el origen, uno de 
sus vértices en el punto (0,-7) y pasa por el punto (Y5, 1473). 

10.Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje X. Hallar su ecuación 
sabiendo que pasa por los puntos (V6,-1) y (2,12). 


ESE 
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11.Hallar la ecuación de una elipse que pasa por el punto ( *7/a, 3), tiene su centro en el origen, 
su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su eje mayor es el doble de la de su eje 


menor. 


12. En cada caso dada la ecuación de la elipse, 
hallar el eje mayor, eje menor, excentricidad, 
L.R, vértices y focos: 


13. Hallar la ecuación de la elipse cuyos vértices 
son V'(-5,0) y V(5,0), y cuyos focos son los 
puntos F'(4,0) y F(4,0). 


14. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos son 
los puntos F'(-2,0) y F(2,0) y su 


2 


excentricidad es e == 


15. Hallar la ecuación de la elipse de centro en el 
origen, foco en el punto (0,3) y semieje mayor 
igual a 5. 


16. Identifica los elementos de la siguiente elipse: 


17. La medida del eje mayor de una elipse que 
tiene centro en el origen es 10 y uno de sus 
focos es el punto (4, 0). ¿Cuál es su ecuación 
simétrica o canónica? 


18. La medida del eje menor de una elipse que 
tiene centro en el origen es 2 y uno de los 
vértices es el punto (0, 2). La ecuación 
canónica que le corresponde es 


19. El eje mayor que está sobre el eje X de una 
elipse que tiene centro en el origen es de 6. 
Determine la ecuación general si su eje menor 
esd. 


a). 16x? - 36y? - 576 =0 
b). 16x2 + 36y? — 571 
C). 16x? + 36y? + 571 
d). 16x? + 36y? -1=0 


20. El vértice de una elipse que tiene centro en el 
origen es el punto (0, 4) y su eje menor es de 2. 
Determine la longitud de cada lado recto. 

a)2 b) 1/2 0)4 dt 


21. La ecuación canónica de una elipse es : 


Determine la longitud del lado recto, 


4 
y conviértela a su forma general 


aj2  b)3/8 c)8/8  d)1 

22. El centro de una elipse es el punto (2, 0). El eje 
mayor que es paralelo al eje Y mide 8 y el eje 
menor es de 6. Determine su ecuación 


ordinaria. 

Ga y 
AE 4 
E a 
(ray y 
bp) ——+==1 
AT 


23. El punto (-2, 3) es el centro de una elipse cuyo 
eje menor paralelo al eje Y es de 4. Si el eje 
mayor es 6 ¿cuál es la ecuación general de la 
elipse? 
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24. La ecuación ordinaria de una elipse es: 


e, O 
4 5 


general de la ecuación de la elipse. 


=1, transfórmala a la forma 


a). 5 + 4y?+10x - 24y +21 =0 
b). 5x2 + 4y2 +10x - 24y - 21 =0 
c). 5x2 + 4y? - 10x - 24y - 21 =0 
d). 5x2 + dy? +10x +24y - 21 =0 


25. El centro de una elipse es el punto (0, -1), uno 
de los focos es el punto (3, -1). Sila 
excentricidad de la elipse es Y. Determine la 
ecuación ordinaria de la elipse. 


et 

21 36 
2 (+ 

bp) + 

' 36 21 


a) 


93 


36 
GE 
56 


26. Hallar la ecuación general de la elipse que 
tiene vértices V'(3,-1) y V(3,7), y la 
longitud de cada lado recto es 2. 


27. Encuentra la ecuación ordinaria de la elipse 
cuyos vértices son V'(2,4) y V(6,4) y 
cuyos focos son F'(-1,4) y F(5,4). 

28. Hallar la ecuación de la elipse de C (-1,-1), uno 


de sus vértices es el punto (5,-1) y su e 


29. Los vértices de una elipse son 


9 


V'(1,-6) y V(9,-6) y L.R =2. Hallarla 


2 
ecuación de la elipse, focos y excentricidad. 


30. Los focos de una elipse son F'(3,2) y F(3,8) 
, y la longitud de su eje menor es 8. Hallar la 


ecuación de la elipse y la longitud de cada uno 
de sus lados rectos. 


31. Dada la ecuación general de la elipse, 
determina las coordenadas del centro, longitud 
del eje mayor, longitud de cada lado recto y 
excentricidad: 


a). 4 +9y? +32x-18y+37=0 


bj. 1 +4y” —10x-40y+109=0 


46. A) ¿A cuál de las siguientes ecuaciones 


corresponde la gráfica siguiente? 


a x/3+yY4 = 
b) 0/5 + y/ 


)x/9+yI5 =1 
d)x/3+y/2 =1 


32. B) ¿A cuál de las siguientes ecuaciones 
corresponde la gráfica siguiente? 


a) 0/8 +y2/4 
b) 2x/3 +y?/: 


33. Dada la gráfica de la elipse, hallar su ecuación 
yLR. sy 
AA) 


3 
14 
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34. ¿A cuál de las siguientes opciones de 
respuesta corresponde la gráfica siguiente? 


a) Centro en (2, -2) y eje mayor 6 
b) Centro en (2, -2) y eje menor 2 
e) Centro en (-2, 2) y eje mayor 6 
d) Vértices (1, 1) y (1, -4) 


35. Dada la gráfica de la elipse, encuentra la 
longitud de cada uno de sus lados rectos. 


36. Determina la ecuación general de la elipse que 
se te muestra abajo. 


fr 
a A3,8) 


8: 

e OS; 
vias v8.6) 

Ey 


As 


37. ¿A cuál de las siguientes ecuaciones 
corresponde a la gráfica? 


a) (+3)? /4 + (y +1)7/9 = 
b) (x +3)? /9 + (y +1)2/4 
0) (x+3)2/4 + (y - 1)2/9 
9) (x+3)? 19 + (y -199/4 


38. ¿A cuál de las siguientes ecuaciones 
corresponde a la gráfica? 
] de 


a) («—2)9/3 + (y-3)9/4 
b) (x +2)2/16 + (y-3)?/9 
0) (x-2)74 + (y-3)%/3 
d) (x-22/16 + (y-3)9/9 


39. ¿Cuál es la ecuación ordinaria que representa 
ala elipse que se te muestra a continuación? 
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Y 
40. Dada la ecuación de la elipse — 


16 


encontrar: 


a) las coordenadas de sus focos 
b) las coordenadas de sus vértices 
e) la longitud de cada lado recto 

a) la longitud del eje mayor 

e) la longitud del eje menor 

1) la excentricidad 


Sugerencia: puedes apoyarte de la gráfica de la 
elipse, la cual se te muestra a continuación: 


v(-5,-9) —10: 


41. Dada la ecuación de la elipse 


9x7 +25y” -36x+150y+36=0, calcular: 


a) las coordenadas del centro 
b) las coordenadas de los vértices y focos 
c) las longitudes de los dejes 

d) la longitud de cada lado recto 

e) la excentricidad 


Sugerencia: puedes apoyarte de la gráfica de la 
elipse, la cual se te muestra a continuación: 


42. De termina la ecuación de la elipse con centro 
en el origen y que pasa por los puntos A (2, 3) 
y B(6, 1). 


[43.La Luna gira alrededor de la Tierra según una 
órbita elíptica con la Tierra en uno de los focos (ver 
el dibujo). Si las longitudes de los ejes mayor y 
menor son 774 000 Km y 773 000 Km 
respectivamente, ¿cuáles son las distancias 
máxima y mínima (apogeo y perigeo) entre los 
centros de la Tierra y la Luna? 


44. La Tierra se mueve sobre una órbita elíptica 
con el Sol en uno de los focos. Si la longitud de 
la mitad del eje mayor es de 93 millones de 
millas y la excentricidad es de 0.017; halla las 
distancias mínima y máxima entre la Tierra y el 
Sol 


45. El arco de un puente es semielíptico, con eje 
mayor horizontal. La base del arco mide 30 
pies, y el punto más alto está a 10 pies sobre la 
carretera horizontal, como se ve en la figura. 
Calcule la altura del arco a 6 pies del centro de 
la base. 
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46. El estadio Olímpico de Montreal, que se ilustra 
en la figura, tiene la forma de una elipse con los 
ejes mayor y menor de 480 y 280 metros, 


respectivamente. Hallar la ecuación de la 
elipse. 


47. Una puerta de 40 pulgadas de ancho está 
coronada con una semielipse de 12 pulgadas 
de altura en su centro. ¿Cuál es la altura de la 


puerta a 16 pulgadas de su centro? 


Ejercicio 49) 


1) Bosquejar la gráfica de la elipse 


48. El domo del Tabemáculo de Mormón en Salt 
Lake City tiene 250 pies de longitud, 150 pies 
de ancho, 80 pies de alto y su sección 
longitudinal tiene la forma de una elipse. 
Cuando el locutor se para en uno de los focos 
de la elipse, el equipo de grabación se puede 
situar en el otro. De esta manera, el sonido que 
se graba corresponde con fidelidad al que 
emite el locutor. Determina la ubicación de 
estos puntos. 


(0,80) 


0) 


MV 


197 
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2) Los focos de una elipse son F"(2,4), F(2,10) y uno de sus vértices 4(2,12), obtener su 
ecuación y bosquejar su gráfica. 


3) Los vértices de una elipse son 4'(-2,-3), 4(8,-3) y la magnitud de su lado recto 


. 
LR= obtenga su ecuación y bosquejar su gráfica 


4) Una elipse tiene centro C(1.-4), foco F(1,6) y vértice B'(-2,-4), obtenga su ecuación y 
bosqueje su gráfica. 


5) Un arco de entrada a un teatro es una semielipse como se muestra en la figura, obtenga 


su ecuación 
/ 
y y 
HH 
sm 
Ejercicio 50) 


En cada inciso se da la ecuación de una elipse en forma general, obtenga su ecuación 
en forma ordinaria, sus elementos y bosquejar su gráfica. 


1) 8x" +4y* +16x—12y-15=0 
2) Ax +9y*-8x-32=0 
3) 361" +9y" +36y-288=0 
4) 16x" +25y" —48x+100y-264=0 
5) 4x7 +16y* -64=0 
Ejercicio 51) Para las elipses cuya gráfica se muestra, hallar su ecuación general: 
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E=(0,-3) 
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Ejercicio 52) Hallar las coordenadas de los focos y vértices de la siguiente elipse mostrada en la 
figura y cuya ecuación se muestra: 


XIl La Hipérbola 
12.1 Definición. 


Es el lugar geométrico de los puntos del plano, cuya distancia a dos puntos fijos es una diferencia 
constante, llamaremos a los puntos fijos focos (F y F”). 


eje secundario 


P(x.y) 


eje focal 


12.2 Elementos notables de la hipérbola 

La recta que pasa por F y F' la llamaremos eje focal o eje real, el eje focal corta la hipérbola en 
los puntos A y A', los cuales llamaremos vértices y los representaremos también mediante V y V.. 
El segmento comprendido entre los vértices AA”, se llama eje transverso o conjugado, el punto 
medio del eje mayor señalado como C, es el centro de la hipérbola. 


La recta perpendicular al eje transverso en el centro de la hipérbola se llama eje imaginario o eje 
secundario, este eje no corta la curva, sin embargo existe una porción del mismo definida por el 
segmento AA” denominado eje conjugado. 


Cualquier segmento que une dos puntos cualesquiera de la elipse, se denomina cuerda, 
particularmente si la cuerda pasa por uno de los focos, se le llama cuerda focal. Si la cuerda 
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focal es perpendicular al eje mayor se le llama lado recto. Si la cuerda pasa por el centro se le 
llama diámetro. El segmento que une un punto cualquiera de la hipérbola y cualquiera de los 
focos, se le llama radio focal o radio vector. 


12.3 Construcción de una Hipérbola con regla y compás 


Para construir una hipérbola con regla y compás, suponemos conocidos los focos 
F,F*, la cantidad constante 2a y el procedimiento es como sigue: 


a) Se obtiene el punto medio de F.F' que es el centro *C” de la hipérbola. 

b) Por el centro C se traza la perpendicular a F,F* (que es el eje conjugado). 

c) A partir del centro C, se señalan los vértices A, 4' que están a la distancia “a” de C o 
sea que CA'=CA=4. 

d) Se construye el rectángulo de los ejes transverso y conjugado y se trazan las 
diagonales que son las asíntotas de la hipérbola. 

e) Se marcan puntos cualesquiera a la derecha de F y a la izquierda de F*, por ejemplo 
los simétricos P,P.',P,,P,',P,, PP, P.',P., Poy... 

f) Con centro en los focos y radios 4'P,, AP, se obtienen las intersecciones 1 que son 


puntos de la hipérbola ya que 1F"-1F = 44'=2a, repitiendo esto con los radios 
AP, AP,,A'P, AP,, A'P,, AP,, A'P,, AP, se obtienen las intersecciones 23,45, que 
uniéndolos con trazo continuo, se obtiene la curva. 


12.4 Ecuación de la hipérbola horizontal con Centro en el origen y eje focal 
coincidente con el eje X 

Los focos se encuentran sobre el eje X, entonces sus coordenadas son Fa (c, O) y Fa (-c, 0), siendo 
e la distancia del foco al centro, ya que este se encuentra en el origen, es decir, el centro es C 
(0, 0). Los vértices tendrán coordenadas V2 (-a, O) y Va(a, O), por tanto el eje transverso mide 2a. 
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Eje Secundario o 
Imaginario 


Asintota 
La 


8 Faro, Eje Focal o 
Ele, 0) F(c,0) Transverso 


m3 


12.5 Ecuación analítica de la hipérbola 

Supongamos para simplificar que los focos están situados en los puntos Fa (c, 0) y Fa (-c, 0), 
tomemos un punto cualquiera P(x, y) de la elipse y supongamos que la diferencia de las 
distancias entre PF y PF es igual a 2a, entonces tendremos que: PF1-PF2=2a- ...... (1) 


Sustituyendo en (1), tenemos: 


e y+oy? (0) + (y +0)” =2a 


Despejando al primer radical: 


y (ato) ir y? =2a+/ (x-0) + y? 
Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 


(a | 


2 2+yizda? 
xi+2cxto?+y"=40%+4a, 


(xo) +y? +x?-20x+o?+y? 
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Reduciendo términos semejantes: 

40x-4ai=4a. (x-0) +y? 

Dividiendo entre 4, elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes: 
(exa? Pala foco? ) 


242.20? 422x202? 2 ta ly? 
cx -2atoxtal=alx“-2aoxtalc tay 


otxtalxtraty =atota* 


Factorizando: 


(c?-a?)x*-a?y?=a*(c*-a?) .-(2) 


A partir del dibujo y aplicando Pitágoras podemos obtener que c? = a? + b? y por lo tanto la 
ecuación si hace b? = c?- a? queda como: 
b2x2 - a2y? = a?b? 
Dividiendo entre a?b? obtenemos que: 
x 
27 z pa 
a“ b 
El lado recto (L.R.) es el segmento de recta ad, cuyos extremos son puntos de la curva, 
perpendicular al eje focal y que pasa por uno de los focos, cuya ecuación es. 


La excentricidad se define también como es 


Pero como en la hipérbola c>a, entonces e>1. 


Esta es una hipérbola horizontal con centro en el origen, cuyos elementos principales 
son: 


sus vértices. 

sus focos. 

sus lados. 

sus asíntotas. 

su eje transverso o focal. 

su eje conjugado o no focal. 
FiF2=20, su distancia focal 

12.6 Asíntotas. 


Si de la forma canónica de la hipérbola: 
DAR - ay? = a2b2 
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Despejamos a y, se obtiene: 


Consideramos que la rama derecha de la hipérbola se prolonga indefinidamente, cuando x 


crece indefinidamente también, se tiene que el cociente % tiende a cero, porlo que, el subradical 
xXx 
tiende a tomar el valor de la unidad. De esta manera la expresión anterior toma la forma. 


b 
y=+ A Xx Quees la ecuación de las asíntotas de la hipérbola. 


Determinar a, b, c, L.R., e y hacer la gráfica de la hipérbola, cuya ecuación es: 
a 


54 100 
SOLUCIÓN De esto, se obtiene: 
e Los focos: Fa(-2 441,0) y F2(2 441,0) 
La aonación 200% corresponde a la La vártcos: As(-8,0) y A2(8,0) 


e MES : 
pa y IR El ancho focal: 


a? = 64, Por tanto: a= 8 | 


| 
La excentricidad: e= 
b*=100. Por tanto: b =10 AO = 


£ b 
Las ecuaciones de las asíntotas: — y="x ; y 
a 


Como en la hipérbola c? = a? + b*, 
tenemos que: 


En las cuales, sustituyendo los valores de a y b, tenemos: 


64 + 100 = 164, yu. 
tant 


=2:/41 =2(6.40)=12.8- 


Con estos datos se procede a hacer la gráfica, 
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Su gráfica es la siguiente: 


Cónica 
exe IG4 yr 10081 


Foco, = (12805, 0) 27 vénico, Foco, =(12.806,0) 


TE] y A A ET 


Vértice, =(8,0) 


LA! 


12.7 Hipérbola equilátera o rectangular. 

Se define esta hipérbola especial como aquella cuyos ejes transverso y conjugado son de igual 
longitud, entonces: a = b. Entonces la ecuación: b2x2 - a?y2 = a2b?, toma la forma más sencilla: 
ade - ay? = ala?, 

Dividiendo toda la ecuación entre a?, se tiene: 

X -y?=a2 

Y sus asíntotas son las rectas: x-y=0 y x+y=0 


12.8 Ecuación de la Hipérbola Vertical con Centro en el origen y eje focal 
en el eje Y 
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7 Si la hipérbola es vertical, 
efectuando un análisis 
análogo al anterior, su 
ecuación es la siguiente: 


Las ecuaciones de las 
asíntotas SON: 


EE 


Si el eje focal de la hipérbola 
coincide con el eje Y, de 
manera que las 
coordenadas del foco son: 
(0,c) y (0,-c), 


En la hipérbola según sus ecuaciones podemos observar, que la colocación de los 
denominadores a? y b” no cambia, los que cambian son las variables cuadráticas x” o y”. 


Siel eje focales paralelo al eje de las x entonces x' y su divisor están precedidos del signo 
positivo (+). 


Si el eje focal es paralelo al eje de las y, entonces y” y su divisor están precedidos por el 
signo positivo (+). 
Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b es la longitud del semieje 
imaginario o secundario, e es la distancia del centro a cada foco, y a, b, c, están ligados por la 
relación que satisfacen el Teorema de Pitágoras: c? = a? + b? y sus variantes despejadas: 
b2=0?-a2 o a?=0?-b2, 

En las cuales el valor despejado en el lado izquierdo es desconocido y los valores en el lado 
derecho son conocidos. 


También para cada hipérbola, la longitud del lado recto es (2b2/a) y la excentricidad e está dada 
por la fórmula: 


va EP 
a 


siendo 2a el eje real y 2b el eje 
imaginario 
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EJEMPLO 
2 
hipérbola cuya ecuación es: la 


Multiplicando por (-1) ambos miembros de la 
ecuación dada: 


Se observa que: 


a?=4, Portanto : a=2 


Como e*=a*+p?, sustituyendo valores: 


Determinar la excentricidad, el lado recto y las ecuaciones de las asíntotas de la 
As 
y 


L=a. 


c*=4+5=9. Portanto : c=3 


La excentricidad y el lado recto están dadas por: 


Las ecuaciones de las asíntotas son: 


La hipérbola es vertical. Los focos se 
encuentran sobre el eje Y, entonces sus 
coordenadas son F, (0, 3) y Fz (0, -3), ya que 
esta se encuentra en el origen, es decir, el 
centro es C(O,O). Los vértices tendrán 


coordenadas Va (O, -2) y V1 (O, 2), por tanto el 
eje transverso mide 2(2) =4. 


Cónica 
Oc:y 14-20 /5=4 


Centro = (0, 0) 


Foco, = (0, 3)pFoco, 
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12.9 Ecuación ordinaria. Ecuación de la hipérbola Horizontal con Centro (h, 
k) y eje focal paralelo al eje X 

Al igual que en la parábola y en la elipse, para la hipérbola es necesario encontrar su ecuación 

cuando su centro no está en el origen, y cuando el eje focal es paralelo a uno de los ejes de 

coordenadas y no necesariamente coincidente, para ello se aplica, al igual que en la parábola, 

la traslación de los ejes de coordenadas, obteniéndose la ecuación para la hipérbola horizontal: 


Asintota a sntota 


Fz(h- c, 0) 


Pen)? (yk)? _ 
a? b 


12.10 Ecuación de la hipérbola Vertical con Centro (h, k) y eje focal paralelo 
al eje Y. 
Se efectúa el mismo análisis y se obtiene: 


(uk)? pen)? 
2 


a? b 


Que es la ecuación representativa de la hipérbola vertical con centro fuera del origen. 


Gráficamente: 
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Foco7 ¿F,(0, ktc) 


Asintota 
L 


IV,(0, k+a) 
2 


Imaginario 


Vértice, 


Resumiendo: 


HIPÉRBOL, 


POSICIONES 


Hipérbola horizontal > cuando el eje real o 
transverso es el eje Xo paralelo a éste. 


V 
Hipérbola vertical cuando el eje real o transverso 
es el eje Yo paralelo a éste. 


PUNTOS Y RECTAS NOTABLES 


PF'- PF = VV'-> Condición de la hipérbola 


Puntos: C—> Centro , VWV'—>Vértices , FF'> Focos 
Ejes: BB'-> Eje conjugado o imaginario , VV'> Ejerealo transverso , FF'-> Eje focal 


NN'-> Lado Recto 


42.11 Formas de la ecuación de la hipérbola 
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A partir del concepto de la hipérbola, se deduce su ecuación ordinaria y por medio de 
procedimientos algebraicos se llega a la forma de su ecuación general. 


ECUACIONES DE LA HIPÉRBOLA con Centro C(h, k) 


MV 
Hipérbola Horizontal. > <Í Hipérbola Vertical. NN 
(a 0, (Mi 0, 
a bp Ordinaria a bp? Ordinaria 


Ecuación general para ambas curvas. 


2 
AX +Cy?+Dx+Ey+F=0 donde A y C son de signo contrario 


Si el centro de la curva es el origen del plano, entonces h = 0 y k = 0. 

En la hipérbola se presentan 3 parámetros que tienen relación: 

a= longitud del semieje real o transverso (distancia del centro de la curva a uno de sus vértices) 
e = distancia del centro de la curva a uno de sus focos. 


b= longitud del semieje conjugado o imaginario. 


Con la relación de los tres parámetros, se establece la relación pitagórica en la hipérbola: c? = 
al + b2, 


12.12 Aplicaciones de la Hipérbola 
+ — Algunos cometas tienen órbitas hiperbólicas 
+ La ley de Boyle es una relación hiperbólica, ya que se establece entre dos relaciones que 
son inversamente proporcionales entre sí. 
+ La hipérbola tiene sus aplicaciones en Física, Astronomía, Navegación y Geofísica, y para 
resolver los problemas de aplicación de ésta curva se utilizan sus ecuaciones y sus puntos 
notables. 


Ejemplo. Los focos y los vértices de una hipérbola son los puntos: F1 (5, 0), F2 (-5,0), Va (4, 0) y 
V2 (4, 0), respectivamente. Determine la ecuación de la hipérbola. Dibujar su gráfica e indicar 
las asíntotas. 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOS)  ANTUNEZBOOK 2 


SOLUCIÓN: 
Como los focos están sobre el eje x, la ecuación de la hipérbola es de la forma: 


En este caso: a = 4; c = 5, de donde: 


p= Via = V/F =/5=3 


En consecuencia, la ecuación de la hipérbola es: 


E 

a $ 16 9 

Ahora, las ecuaciones de sus asíntotas están dadas por: 

b 

y=+2x 

y=*? 

Sustituyendo valores las ecuaciones de sus asíntotas son: 
ey 35 

ri Er 

La longitud del lado recto es: 

LR =20 118-245 


on 
hi 

Cónica Ñ 

eryst 


Centro 


Foco, lite, e A Vérico, Foro, 


O E ETT 
un 
Lamas 


N 


Foco, = 65,09) Vértice, 214,0) 0=5 


Ejemplo. Dada la hipérbola cuya ecuación viene dada por: 7y? - 9x? = 63. Determine: 
coordenadas de los focos, de los vértices, ecuaciones de las asíntotas. Trazar la gráfica. 
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SOLUCIÓ! 
La ecuación es: 7y'-9x? = 63 
Dividiendo toda la ecuación entre 63 para obtener el 1: 


Y E 
63 63 63 
En este caso: a?=9a= Y9=3 
b*=7;b= V7, También se cumple: 
e=V9+7=vV16=4 

La hipérbola es vertical, por lo tanto, las coordenadas de sus focos son: 
ECO, 4) y FX0, —4) 

Las coordenadas de sus vértices son: 

Vi(0, 3) y VA0, —3) 

Ahora, las ecuaciones de sus asíntotas están dadas por: 


24? 


y=-"A ey ul 
La longitud del lado recto es: 


_2m2_ 2/7 _14 
ET 3 El 
Su excentricidad es: 

e 4213333>1 


q= 
Y Cónica 
cy 190 /7=1 


Foco, = (0, 4) 


Centro = (0, 0) 


Vértice, = (0, 3) 


Foco, 
Foco, = (0, -4) 
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Ejemplo. Dada la hipérbola, cuya ecuación en su forma general es: 3y? — x? + 4x - 6y - 13=0. 
Determine y grafique: centro, focos, vértices y ecuaciones de las asíntotas. 


SOLUCIÓN: La ecuación general, puede 
escribirse en las formas equivalentes: 

3»? -6y)-[x? -4x)=13 

a? -2y +1-1)- (2x7 -4x+4-4)-13 
9-17 -(x-2Y =12 

Y _ (2 _ 


A AS 


4 12 
Esta última ecuación corresponde a una 
hipérbola cuyo centro es el punto C (2, 1) y su 
eje focal es una recta paralela al eje y que pasa 
por C (2, 1). En esta caso, x=2 
Además, a? 4, b2 = 12 Con lo 


da +b?=4 


ENE 
Las coordenadas de los focos son: *=2 e Y =1%4, 


Esto es F (2, 5) y F' (2, -3). Igualmente, las coordenadas de los vértices son: x= 
Esto es Va (2, 3) y Va (2, -1). 


2e y=122, 


1 
(:-2) 
Las ecuaciones de las asíntotas son las rectas: 43 e, 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la hipérbola de Foco F (7, 2), de vértice V (5, 2) y de centro C (3, 
2). 
Graficamos los puntos: Foco F (7, 2), Vértice V (5, 2) y Centro C (3, 2). 


Por la posición de los puntos, se deduce que la hipérbola es horizontal con Centro fuera del 
origen: La distancia de V: al centro C nos da el valor de a y la distancia de F1 al centro C nos da 
el valor de e, esto es: 

a=5-3-2 c=7-3-4 

El valor de b se obtiene de b?= 0? - a?, b2= 42 - 22, 
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b=J16-4 =243 
Sustituyendo en la ecuación de la hipérbola correspondiente: 
¡CAI 
4 12 

Desarrollando los binomios al cuadrado y multiplicando todo por el producto de los 
denominadores 4(12) = 48, se obtiene: 

12(x2 - 6x + 9) - 4(y2 - Ay + 4) = 48(1) 

12x? - 72x + 108 - 4y? + 16y - 16 - 48=0 

12x? - 4y? - 72x + 16y + 108 - 16 - 48=0 

12x? - Ay? - 72x + 16y + 44=0 

Dividiendo toda la ecuación entre 4: 

3x - y? - 18x + 4y+11=0 


4: 


Gráficamente: 


y 
YN + imaginario 
ce x=3 


yy 


y=2 E v.=(12 ly, Centro=(3,2) Centro a 


JE E Y, A 
Peza 


v v,=(6,23 E,=(0,2) 


EjeFocal 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la hipérbola de foco F (- 2, 5), de vértice V (-2, 3) y de centro C (- 
2,-5). 
Graficamos los puntos: Foco F (- 2, 5), Vértice V (-2, 3) y Centro C (- 2, - 5). 
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Jeenro 


Por la posición de los puntos, se deduce que la hipérbola es 
vertical con Centro fuera del origen: La distancia de Va al 
centro C nos da el valor de a y la distancia de Fs al centro C 
nos da el valor de o, esto es: 
a=3-(-5)=8 c=5-(-5)=10 
El valor de b se obtiene de b? = c? - a?, b2= 102 - 8?, 
b =-/100 -64 =6 
Sustituyendo en la ecuación de la hipérbola correspondiente: 
CAIMAN 


¡il IS MES 


64 36 

Desarrollando los binomios al cuadrado y multiplicando todo 
por el producto de los denominadores 64(36) = 2304, se 
obtiene: 

36(y? + 10y + 25) - 64(x2 + 4x + 4) = 2304(1) 

36y? + 360y + 900 - 64x? - 256x - 256 - 2304 =0 

36y? - 64x2 + 360y - 256x + 900 - 256 - 2304 =0 

36y? - 64x? + 360y - 256x - 1660= 0 

Dividiendo toda la ecuación entre 4: 

9y? - 16x? + 90y - 64x- 415 =0 
Gráficamente: 


x= 2 |Ejerocal 


Imaginario 
y=35 
c=to 
o 0 
Egin V,= (2, -13)|y, 
Oc; -16x +9y'-G4x+00y=448 | * 


q 
E,5 (2,1599 26 


12.13 Ecuación general de la Hipérbola 
Sila hipérbola estuviese centrada en un punto cualquiera P (p, q) la ecuación debería de ser: 


Gr? _0-0?_ 


b? A 


E 
Si desarrollamos los cuadrados obtendremos que: 
DR - a2y? - 2xpb? + 2yga? + p?b?- qa? - a?b?=0 
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Si hacemos A = b?, C =-a?, D = -2pb?, E = 2qa?, F = p2b?- qa? - a2b? tendremos la ecuación: 
A2-0y2+Dx+Ey+F=0 

Donde podemos comprobar que es igual que la de la elipse excepto que los términos A y C no 

son del mismo signo. 


La característica que distingue a la hipérbola de las curvas, circunferencia, parábola y 


elipse es que el producto (A) (C) < 0, porlo cual la grafica es una hipérbola o un par de rectas que 
se intersectan. 


Ejemplo. Hallar todos los elementos de la hipérbola cuya ecuación general es: 
36x +16y—124=0 

SOLUCIÓN: 

Transformando esta ecuación a la forma canónica, podemos determinar los 
elementos de la curva. Completando a Trinomios Cuadrados Perfectos (TCP) 

en x e y en la ecuación dada. 

Factorizamos los coeficientes de x? e y? y después sumamos y restamos la mitad 
al cuadrado del coeficiente de x e y, queda: 

9Ux* —4x +(-2))- My? —dy +(-2)) 124-027 +42) =0 

9 —4x +4) 4(y? — dy +4) —124—9(4)+4(4)=0 

Dentro de cada paréntesis queda un TCP que se reducen a un binomio al cuadrado: 
9x-2) - 4(y-2Y =144 


Dividiendo toda la ecuación entre 144 para obtener 1, se tiene: 
9-27 4y-2Y_ 144 


144 144 144 
Simplificando: 
ay Y 


16 36 , 


«. La elipse es horizontal con Centro en C(2, 2). Note que se toman con 
signo contrario los valores entre paréntesis. 


a =l6>2=V16=4 

b'=36>b=V36 =6,0= Va +b*=V16+36=vV52=2V13 
Por lo tanto, los focos son: F,(2 +2V13, 2) y F,(2—2V13,2) 

Sus vértices son:V,(2 +4, 2) y V2—4,2)=> V/(6, 2) y V(—2, 2) 
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Cónica 
imacirare 0 49% -4y? -36x + 16y = 124 


x=2 
v.=06,2) 
Ejetocal | 2 Va ceram centro Va 
y=2 qa =(62111.2 


Ejemplo, Hallar todos los elementos de la hipérbola cuya ecuación general es: 
9y* —16x? —160x — 72y —400=0 

SOLUCIÓN: 

Transformando esta ecuación a la forma canónica, podemos determinar los 
elementos de la curva. Completando a Trinomios Cuadrados Perfectos (TCP) 

en x e y en la ecuación dada. 

Factorizamos los coeficientes de x” e y” y después sumamos y restamos la mitad 
al cuadrado del coeficiente de x e y, queda: 

y —8y +(-4))- 166 +10x + (53) 400-947 +16(57 =0 

9y' —8y +16) 160 +10x +25) —400—9(16)+16(25)=0 

Dentro de cada paréntesis queda un TCP que se reducen a un binomio al cuadrado: 
Ay 47 —16(x +5) =144 


Dividiendo toda la ecuación entre 144 para obtener 1, se tiene: 
Ay-4_ 16 +SY_ 144 
144 144 144 
Simplificando: 
G-4_ (45) 
16 9 
+. La elipse es Vertical con Centro en C(— 
signo contrario los valores entre paréntesi 
a =1l6>0=V16=4 
b=9>b=V9 =3,0= Va +0 =V16+9=VB=5 
Por lo tanto, los focos son: F¡(—5,4+5) y E —5,4-5)=>Fi(=5, 9) y Fa(=5,—1) 
Sus vértices son: V¡(—5, 4+4) y V—5, 4-4) > Vi(=5, 8) y Va(—5, 0) 


4). Note que se toman con 
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o 
¿ 


Iria Centro = (-5, 4)|Centro 


+ 
y=4 


Ejemplo. Representa gráficamente y determina las coordenadas del centro, de los focos, de los 
vértices y la excentricidad de la hipérbola cuya ecuación general es la siguiente: 


4x? -3y? -8x-8=0 
Factorizando los coeficientes de los términos cuadráticos y completando el Trinomio Cuadrado 
Perfecto (TCP): 


40? -2x +1)-4-3y?-8-=0 
4x -1* -3y? =12 
Dividiendo toda la ecuación entre 12: 


GD Yy, 1 
3 4 
Por lo tanto, la hipérbola es horizontal y sus elementos son: 
e -3 a= 43 
b=4 b=2 


c=354 c=v7 


Su centro es: 


C(1,0) 
Las coordenadas de sus vértices son: 
A(1 +43, 0) A(1- 43, 0) 
Las coordenadas de sus focos son: 
F(1+v/7, 0) F(1- 47,0) 
Su excentricidad es: 
e- 17 vz 
B 3 
e=1.5275 


Su gráfica es: 


GEOMETRÍA ANALÍTICA PARA GENIOS REPROBADOSG)  ANTUNEZBOOK 2 


Cónica 
Dd de-ay- ama 


y=0 
EjeFocal 


1321, 0) [Centro V,=(27321,0) 


7 mas 
15458 | Centro = (1,0) 


221.732 


Ejemplo. Representa gráficamente y determina las coordenadas del centro, de los focos, de los 
vértices y la excentricidad de la hipérbola cuya ecuación general es la siguiente: 


y? -2x? -4x-4y=0 
Factorizando los coeficientes de los términos cuadráticos 
(Y -4y +49 -4-2x? +2x +1)+2=0 
Y -27 -Ax +1? =2 
Dividiendo toda la ecuación entre 2: 
pea (DE 1 
Por lo tanto, la hipérbola es vertical y sus elementos son: 
e-2 a=v2 
b? =1 b=1 
c=V2+1 c- 43 


Su centro es: 


C(-1,2) 
Las coordenadas de sus vértices son: 

A(-1,2 + 4/2) A(-1,2- 42) 
Las coordenadas de sus focos son: 

F(-1,2+ 4/3) F(21,2- 43) 


Su excentricidad es: 


Su gráfica es: 
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EjeFocal 


Cónica 


(1,3.7321) 
Oc: 2e+yi-4x-4y=0 


V, = (+1, 3.4142) 
ala=1.4142 
Imaginario Centro = (+, 2) 
o 
y=2 t 
elc=4,732 
V, = (+1, 0.5850) 


4, 0.2679) 
05 142 IS 


HA A A 


Ejemplo. El eje focal de una hipérbola mide 12, y la curva pasa por el punto P (8, 14). Hallar su 
ecuación. 


Cónica 


O de /36-yo1252=1 2a-=12 a-6 
o api P(8,14) 
64_196 
=n7 pb? =252 
36 pb? 
xE yA 
36 252 


Se cumple que F2P - F1P = 2a 
En este caso: 

28.6274 - 16.6274 = 2(6) 
12=120K. 


,= (18,9706, 0) 
F, =(-16.9708, 0) 
P=(5,14) 
0) 


Ejemplo. El eje focal de una hipérbola mide 12 y la excentricidad es 4/3. Calcular la ecuación de 
la hipérbola. 


2a=12 
esa 

6 3 

b = (64-36 
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2 
y=:2x 
Ejemplo. El eje no focal de una hipérbola mide 8 y las ecuaciones de las asíntotas son: 3 
Calcular la ecuación de la hipérbola, sus ejes, focos y vértices. 
conca 
es 
: b=4 
a=6 


EeFocal 


A(-6, 0) 
F(2413,0) F(-2413, 0) 


Ejemplo. Determina la ecuación reducida de una hipérbola que pasa por el punto (2, 43)y su 


excentricidad es da. 


S-6 
a 


P(2,43) 

Rp? 

ES ÉS 
EAT HE 0 
e pb e 2 
*-z b=5 
e 

5 5 


Ejemplo. Resolver el siguiente problema mediante la aplicación de los elementos de la hipérbola. 
Un cometa recorre una trayectoria hiperbólica con el Sol ubicado en uno de sus focos; si la 
trayectoria de dicho astro está descrita por la ecuación 40x? - 81y2— 3240 = 0, entonces ¿cuál 
es la distancia más cercana en unidades astronómicas (U.A.) entre el cometa y el Sol? 
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Solución: La ecuación general de la hipérbola se convierte a su forma ordinaria trasponiendo el 
término constante al segundo miembro y dividiendo la igualdad entre dicho término constante. 


40x? _8ty? _ 3240 Eye 
40x2-81y2-3240=0 > 3240 3240 3240 . 81 40 


De la ecuación ordinaria se establece que: a? = 81, b2=40 y a=9. 


El valor del parámetro “c” se obtiene con la condición de los parámetros. 
0=ad+b? > 02=81+40 . c=11 


La distancia más cercana entre el cometa y el Sol es la distancia existente entre el vértice y el 
foco de la curva, la cual se obtiene con la siguiente expresión: 
Dmm=c-a=11-9 . Dmm=2 


Del resultado obtenido, se establece que la distancia más cercana entre el cometa y el Sol es de 
2 UA. (unidades astronómicas). 


Ejemplo. Resuelve el siguiente problema apoyándote en los elementos de la hipérbola. 

En un observatorio se ha analizado que la órbita o trayectoria de un cometa está descrita por la 
ecuación x? — y? + 2x - 4y - 7 =0. Si el Sol está ubicado en uno de los focos de la curva 
hiperbólica, entonces ¿cuál es la distancia más cercana en unidades astronómicas entre el 
cometa y el Sol? 
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Solución: La ecuación general de la hipérbola se convierte a su forma ordinaria mediante 
procesos algebraicos. 

e -y2+2x-4y-7=0 

+ 2x- y? - dy=7 

+4 2x+ 1 (y2+ 4y+4)=7+1-4 

(«+ 12 - (y +2)2=4 

y 

E NS 


De la ecuación ordinaria se establece que: a2= 4,b2=4 y a=2. 


El valor del parámetro “c” se obtiene con la condición de los parámetros. 

cab? >, 0444 . 0=48 

La distancia más cercana entre el cometa y el Sol es la distancia existente entre el vértice y el 
foco de la curva, la cual se obtiene con la siguiente expresión: 

Dmin=c-a=.8-2 ; Din =0.83 


Del resultado obtenido, se establece que la distancia más cercana entre el cometa y el Sol es de 
0.83 U.A. (unidades astronómicas) aproximadamente. 


% Ejercicio 12 


Hacer la gráfica correspondiente para cada problema: 


1. En cada uno de los ejercicios del 1 al 4, hallar las coordenadas de los vértices y focos, las 
longitudes de los ejes transverso y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada uno de 
sus lados rectos de la hipérbola correspondiente. 

a) 9x2-4y?=36 


b) 4x2 -9y?=36 
c) 9x2-4y?=36 
d) P-4y=4 


2. Los vértices de una hipérbola son (2, O) y (-2, 0) y sus focos son los puntos (3, 0) y (-3, 0). 
Hallar su ecuación y excentricidad. 
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3. El centro de una hipérbola está en el origen y su eje transverso está sobre el eje Y. Si un foco 
es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3, hallar su ecuación y la longitud de cada lado 
recto. 

4. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3) y (0, -3) y la longitud 
de cada lado recto es 6. Hallar la ecuación de la hipérbola y su excentricidad. 

5. Los vértices de una hipérbola son (0, 4) y (O, -4) y su excentricidad es igual a 3/2. Hallar su 
ecuación y las coordenadas de sus focos. 

6. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso coincide con el eje X. Hallar su 
ecuación sabiendo que su excentricidad es Y2V6 y que la curva pasa por el punto (2, 1). 

7. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado está sobre el eje X. La longitud 
de cada lado recto es de 2/3 y la hipérbola pasa por el punto (-1, 2). Hallar su ecuación 

8. En cada uno de los ejercicios del 67 al 69, usando la definición de la hipérbola, hallar su 
ecuación a partir de los datos dados, reduciéndola a la primera forma ordinaria (canónica) 
por transformación de coordenadas. 

a) Focos: (-7, 3) y (-1, 3); longitud del eje transverso = 4. 
b) Vértices: (1, 4). y (5, 4); longitud del lado recto = 5 
e) Vértices: (3, 4) y (3, -2); excentricidad = 2. 

9. Los vértices de una hipérbola son los puntos (-1, 3) y (3, 3) y su excentricidad es 3/2. Hallar 
su ecuación, las coordenadas de sus focos y las longitudes de sus ejes transverso y 
conjugado y de cada lado recto. 

10.Los vértices de una hipérbola son los puntos (-2, 2) y (-2, 4) y la longitud de cada lado recto 
es 2. Hallar la ecuación, las coordenadas de sus focos y su excentricidad. 

11.El centro de una hipérbola es el punto (2, -2) y uno de sus vértices es el punto (0, 2). Si la 
longitud de cada lado recto es 8, hallar su ecuación, excentricidad y longitud de su eje 
conjugado. 

12.Determina la ecuación de las asíntotas, las coordenadas de los vértices y de los focos de las 
hipérbolas cuyas ecuaciones son. 


aje-y2=1 
b)x2/16 - y?/16=1 
c) 5y2-y?=10 


13.Encuentra el centro, los vértices, la excentricidad y el latus rectum de las siguientes 
hipérbolas: 
a) 8x? - 90y? = 360 
b) 12y?- 15x?= 180 
)x-y=8 


14.Encuentra la ecuación de la hipérbola de focos (5, 0); (-5, 0) y de vértices (4, 0); (4, 0). 

15. Encuentra la ecuación de la hipérbola de eje real 8 y focos (6, 0), (-6, 0). 

16. Encuentra la ecuación de la hipérbola de eje imaginario 18 y focos (0, 8) y (0, -8). 

17.Encuentra la ecuación de la hipérbola de centro en el origen, un foco en (8, O) y un vértice en 
(6, 0). 

18.Determina la ecuación de la hipérbola conjugada de 4x? - 9y? = 36. 

19.Determinar la ecuación de la hipérbola de centro en el origen, eje real sobre el eje de 
coordenadas y, longitud del latus rectum 36 y distancia entre los focos igual a 24. 

20.Determinar la ecuación de la hipérbola de centro en el origen, un vértice en (5, O) y ecuación 
de una asíntota 4x - 5y = 0. 

21. Encuentra las coordenadas del centro, los focos, los vértices y las ecuaciones de las asíntotas 
de la hipérbola 3x2 - 4y2 + 3x + 16y - 18 =0. 


